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Resumo 
Neste trabalho são estudadas as instabilidades estacionárias e não-estacionárias que 
ocorrem em escoamento laminar de fluidos não-newtonianos através de condutas curvas, em 
que as instabilidades, apesar de origem inercial, são influenciadas pelo carácter viscoelástico 
dos fluidos. É assumido escoamento tridimensional, laminar, em desenvolvimento de fluidos 
não-newtonianos viscoelásticos, através de canais com curvatura de comprimento angular 
igual a 180  e secção transversal rectangular, para diferentes condições de escoamento e 
com parâmetros geométricos variáveis. É investigado o efeito da inércia ( 0 2332Re  ) e a 
ausência desta ( 0Re  ), da elasticidade ( 0 5.00Wi  ), da extensibilidade (
2 500L  ) e do 
parâmetro de retardamento ( 0 1.0  ), para além do efeito das condições de entrada e da 
geometria (1.50 15.10cR   e 0.50 5.00A  ). A análise é realizada através de simulação 
computacional, em que as equações de governo foram resolvidas utilizando um algoritmo 
totalmente implícito, tendo como base o método dos volumes finitos, e com a aplicação do 
esquema de alta resolução CUBISTA para a discretização dos termos convectivos das equações 
da tensão e da quantidade de movimento. As propriedades viscoelásticas dos fluidos foram 
definidas pelos modelos constitutivos reológicos FENE-P e FENE-CR.  
O escoamento em curvas desenvolve escoamento secundário, perpendicular ao 
escoamento principal, cujo padrão mais simples (dito principal) é caracterizado por dois 
vórtices simétricos que circulam na direcção da parede exterior da curva ao longo do plano de 
simetria. Este escoamento desenvolve-se em escoamentos de fluidos viscoelásticos mesmo na 
ausência de inércia. O mecanismo de desenvolvimento do escoamento secundário na presença 
de inércia é diferente daquele na ausência de inércia. Enquanto no primeiro a força motriz é 
a força centrifuga desenvolvida pela combinação da inércia e da curvatura, no segundo a 
força motriz é a elevada tensão norma axial nas paredes.  
Em determinadas condições de escoamento e para geometrias com secção transversal 
quadrada, o padrão de escoamento pode tornar-se mais complexo, com o desenvolvimento de 
dois vórtices junto da parede exterior da curva, também simétricos, mas de tamanho mais 
reduzido e com rotação oposta à do par principal de vórtices. Não existe um valor único de 
Re  crítico de transição, necessário para que ocorra o desenvolvimento do par adicional de 
vórtices, pois depende da razão de curvatura, do modelo de fluido, da elasticidade e dos 
parâmetros viscoelásticos. Porém, de uma forma geral, os modelos viscoelásticos e as 
propriedades fluidificante do modelo, assim como o aumento de Wi  e de 2L , e a diminuição 
de  , aumentam a intensidade do escoamento secundário, diminuindo o Re  crítico de 
transição, comparativamente ao escoamento de fluido newtoniano.  
Por sua vez, quando considerados os parâmetros geométricos, existe um valor de 
cR  e A  
para os quais o Re  crítico de transição é mínimo. Os resultados deste trabalho indicam que 
estes parâmetros assumem os valores 7.5cR   e 1.5A  , independentemente do modelo 
 
 
reológico. O estudo do efeito da razão de aspecto mostra que para 1.5A   o número de pares 
de vórtices adicionais desenvolvidos ao longo da parede exterior da curva aumenta. 
No escoamento em desenvolvimento, as condições de entrada são importantes. Aqui é 
comparado o desenvolvimento do escoamento quando o perfil de entrada é completamento 
desenvolvido e uniforme. Verifica-se que no segundo caso o desenvolvimento do escoamento 
secundário é retardado, independentemente das condições de escoamento. Além disso, em 
curvas com 3.5cR  , observa-se a existência do efeito da curvatura a montante da curva e, 
por esse motivo, a presença ou não do canal de entrada é também avaliada. Os resultados 
mostram que, nestas geometrias, a presença do canal de entrada retarda o desenvolvimento 
do escoamento, mas apresenta maior estabilidade numérica. Apesar das diferenças na 
evolução do escoamento para as diferentes condições de entrada, os escoamentos tendem a 
aproximar-se no final da curva sem, no entanto, se igualarem, indicando que o comprimento 
angular da curva não é suficiente para que o escoamento atinja o desenvolvimento completo. 
Os resultados apresentados mostram ainda que o escoamento secundário persiste até ao 
final do canal recto de saída a jusante da curva, apesar do escoamento axial atingir 
novamente o desenvolvimento completo. 
Para 2332Re  , o escoamento de fluido newtoniano é estacionário, mas para fluido 
viscoelásticos o escoamento passa a não-estacionário, embora com natureza não-turbulenta, 
mesmo para valores de elasticidade reduzidos ( 0.10Wi  ). O escoamento secundário passa a 
apresentar oscilações que se concentram junto da parede exterior da curva, em particular na 
região do par adicional de vórtices. O padrão de escoamento secundário depende 
consideravelmente quer da elasticidade quer do parâmetro de retardamento, mas a variação 
deste segue a mesma linha de evolução para estas variáveis. 
Finalmente, admitindo escoamento pulsante à entrada da curva com diferentes 
parâmetros pulsantes, o escoamento de fluido newtoniano e não-newtoniano é analisado. Os 
resultados obtidos mostram que as paredes rectas da secção transversal retardam, ou mesmo 
evitam o desenvolvimento do escoamento de Lyne (característico do escoamento pulsante em 
curva com secção transversal circular), uma vez que, nas condições de escoamento assumidas 
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Abstract 
In this work, the stationary and non-stationary instabilities that occur in laminar flows of 
non-Newtonian fluids through a curved channel, associated with the viscoelastic nature of the 
fluids, are examined. It is assumed three-dimensional, laminar, developing flow of 
viscoelastic fluids through curved ducts with angular length 180  and rectangular cross-
section, considering different flow conditions and variable geometrical parameters. Both 
inertial ( 0 2332Re  ) and creeping ( 0Re  ) flow conditions, and the effects of elasticity (
0 5.00Wi  ), extensibility (
2 500L  ) and retardation parameter ( 0 1.0  ) are 
investigated, in addition to the effects of entry conditions and geometry (1.50 15.10cR   
and 0.50 5.00A  ). The analysis is performed by computer simulation, with the governing 
equations solved using a fully implicit algorithm based on the finite volume method, and the 
high resolution scheme CUBISTA applied for the discretization of the convective terms of the 
equations. The viscoelastic properties of the fluids are defined by the rheological models 
FENE-P and FENE-CR. 
The flow in curved ducts develops secondary flow perpendicular to the main flow, in which 
the main pattern is characterized by two symmetrical vortices with the fluid moving towards 
the outer wall of the curve along the plane of symmetry. This secondary flow develops for 
viscoelastic fluids, even in the absence of inertia. The secondary flow development 
mechanism in the presence of inertia is different from that in the absence of inertia. While in 
the first case the driving force is the centrifugal force developed by the combination of 
inertia and curvature, in the second case the driving force is the high axial normal tension at 
the walls. 
Under certain flow conditions and considering curved ducts with square cross-section, the 
flow pattern can become more complex with the development of two vortices near the outer 
wall of the curve, also symmetric but smaller in size and with opposite rotation compared to 
the main vortices pair. There is no single critical value of Re  for the development of the 
additional pair of vortices; it depends on the curvature ratio, fluid model, elasticity and 
viscoelastic parameters. However, in general, the viscoelastic model and the shear-thinning 
properties of the fluid, as well as the increase of Wi  and 2L , and decrease of  , lead to the 
growth of the intensity of the secondary flow, reducing the critical value of Re , as compared 
to the corresponding Newtonian fluid flow case. 
On the other hand, when considering the geometric parameters, there is a value of cR  
and A  for which the critical value of Re  is the lowest. In this study, the results indicate that 
these parameters assume the values of 7.5cR   and 1.5A  , regardless of the rheological 
model. The analysis of the effect of the aspect ratio also shows that for 1.5A   the number 
of additional pair of vortices near the outer wall increases.  
 
 
The imposed entry flow conditions are important to the development of the flow. In this 
work, the flow development is analysed considering uniform and fully developed flows at the 
curve entrance. It is observed that in the former case the development of the secondary flow 
is delayed, regardless of flow conditions. In curved channels with 3.5cR  , the flow upstream 
of the curve is affected by the curvature, therefore the effect of including a straight channel 
at the entrance of the curve is also evaluated. The results show that, in these geometries, 
the presence of the inlet channel decelerates the development of the flow, but tends to 
promote numerical stability. Despite differences in flow development, the flow patterns tend 
to approach each other (with and without inlet channel) at end of the curve, albeit without 
becoming exactly equal, indicating that the angular length of the curve is not sufficient for 
the flow to reach fully development. 
The results also show that the secondary flow persists downstream of the curve along the 
straight outlet channel, although in this case full development is achieved. 
When 2332Re  , Newtonian fluid flow is stationary in a curved channel, but viscoelastic 
fluid flow becomes non-stationary, with non-turbulent nature, even for low elasticity (
0.10Wi  ). The secondary flow is then oscillatory, and the oscillations are concentrated near 
the outer wall, particularly in the region of the additional pair of vortices. The pattern of 
secondary flow is highly dependent on the elasticity and retardation parameter, but this 
variation follows the same line of evolution for both variables. 
Finally, assuming a pulsating flow through the curved duct with different pulsating 
parameters, the Newtonian and non-Newtonian flow response is also analysed. The results 
show that the straight walls of the cross-section delay, or even prevent, the development of a 
Lyne type flow (characteristic of pulsating flow in curved ducts of circular cross-section); 
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Capítulo 1.  
Introdução 
1.1. Enquadramento 
Na física dos meio contínuos, a dinâmica de fluidos clássica e a reologia avançam lado a 
lado no progresso da ciência e da tecnologia. Enquanto a primeira estuda o 
escoamento/movimento de fluidos, a segunda analisa a deformação e escoamento dos 
materiais em geral, estabelecendo uma ponte entre as mecânicas clássicas dos sólidos e dos 
fluidos. O conhecimento sobre o escoamento e deformação de materiais fluidos tem grande 
importância nos mais diversos processos industriais (industria alimentar, farmacêutica, de 
polímeros, de moldes, de tintas, etc.), em engenharia (sistemas de refrigeração, extrusão, 
etc.) e até mesmo em biologia e biotecnologia (sistema circulatório, injecção de fármacos, 
hemodiálise, etc.). Trata-se, por isso, de uma área de investigação relevante e em contínua 
actualização, que se reflecte na quantidade de literatura publicada. Para iniciar o estudo do 
tema, sugere-se a leitura dos dois volumes de Dynamics of Polymeric Liquids de Bird et 
al.(1987a, 1987b), que tratam a teoria da dinâmica de fluidos não-newtonianos, na sua 
maioria com propriedades viscoelásticas, através da análise de equações constitutivas que 
descrevem muitos dos comportamentos destes fluidos. Outros livros importantes na área da 
reologia são: An Introduction to Rheology de Barnes et al. (1989), Engineering Rheology de 
Tanner (1992) e ainda, o único livro em português, Reologia e suas Aplicações Industriais de 
Castro et al. (2001). A nível experimental destaca-se o livro de Boger & Walters (1993), da 
serie de livros Rheological Phenomena in Focus por diferentes autores, onde é ilustrada 
fotograficamente a grande diversidade de comportamentos complexos que os fluidos não-
newtonianos podem apresentar.  
O estudo do escoamento de fluidos pode ter três abordagens diferentes: experimental, 
teórica/analítica e numérica. As diferentes metodologias permitem obter resultados que 
explicam os fenómenos físicos dos problemas em questão, apesar das vantagens e/ou 
desvantagens inerentes. A simulação numérica de escoamentos, a que se dá o nome de 
Dinâmica de Fluidos Computacional (CFD, Computational Fluid Dynamics), surgiu como forma 
de ultrapassar as dificuldades apresentadas pela investigação experimental e da 
impossibilidade de se chegar a uma solução analítica exacta de escoamentos complexos. No 
entanto, é importante e indispensável olhar para estas metodologias como sendo 
complementares. Embora, a dinâmica de fluidos computacional, seja mais recente que as 
demais abordagens, o uso de métodos numéricos e algoritmos como ferramentas para resolver 
as equações de governo e analisar problemas envolvendo escoamentos de fluidos, tem-se 
2 
 
tornado cada vez mais popular entre os investigadores. Também aqui se verifica um constante 
desenvolvimento com o objectivo de aumentar a precisão da aproximação das soluções 
obtidas. Alguns títulos de referência da Dinâmica de Fluidos Computacional são, por ordem de 
publicação: Numerical Heat Transfer and Fluid Flow de Patankar (1980), Numerical 
Simulation of Non-Newtonian Flow de Crochet et al. (1984), e Computational Methods for 
Fluid Dynamics de Ferziger & Peric (1996). O livro mais recente a realçar intitula-se 
Computational Rheology, de Owens & Philips (2005), que apresenta com detalhe a evolução 
da reologia computacional desde a sua génese, na década de 60, até 2001. 
1.2. Motivação 
Desde há muito que existe interesse da comunidade científica sobre o escoamento através 
de canais com curvatura. Apesar da configuração simples do ponto de vista geométrico, os 
canais com curvatura são usados como modelos para, por exemplo, o escoamento em rios e o 
escoamento do sangue em artérias. Contudo, o escoamento de fluidos não-newtonianos e o 
desenvolvimento de instabilidades elásticas neste tipo de geometria é relativamente recente. 
Estas instabilidades são fenómenos que ocorrem em inúmeros escoamentos com interesse, 
onde se obtêm resultados difíceis de prever. Do ponto de vista da engenharia, é claramente 
importante conhecer as condições de escoamento para as quais essas instabilidades ocorrem e 
de que forma ocorrem. Assim, a primeira e principal motivação deste trabalho surge da 
escassez de informação na literatura especializada sobre o escoamento viscoelástico em 
curvas, e a necessidade de melhor compreender e caracterizar este tipo de escoamento. Em 
particular, o desenvolvimento de instabilidades com fluidos viscoelásticas para uma gama 
diversificada de condições de escoamento, sabendo que o escoamento laminar newtoniano 
através de curva também desenvolve instabilidades, mas, neste caso, devidas à inércia. 
1.3. Comportamentos reológicos 
Os fluídos são definidos como materiais que se deformam continuamente quando 
submetidos a uma tensão de corte. A deformação, que ocorre enquanto o fluido estiver sob o 
efeito da tensão de corte, caracteriza-se pelo deslizamento de camadas infinitesimalmente 
próximas. Quando o fluido está em movimento, surge uma força contrária de resistência à 
deformação entre as camadas de partículas de fluido, devida ao atrito, definida pela 
viscosidade de corte. A viscosidade de corte é uma propriedade reológica dos materiais que, 
no caso dos fluidos, quantifica a resistência que um fluido oferece ao escoamento. Esta 
propriedade é característica de cada material e pode depender de diferentes variáveis, tais 
como, a temperatura, a pressão, a velocidade de deformação (também designada por taxa de 
deformação) e o tempo de deformação. Existem dois grandes grupos de fluidos, definidos 




1.3.1. Fluido newtoniano 
Os fluidos newtonianos apresentam uma viscosidade de corte constante e independente da 
taxa de deformação, para uma determinada temperatura. O comportamento reológico dos 
fluidos newtonianos incompressíveis é descrito pela lei de Newton da viscosidade dada por: 
(1.1)               
Nesta equação, o tensor das tensões ( ) é directamente proporcional à taxa de 
deformação, representada por  , e a viscosidade ( ) é a função material que caracteriza o 
fluido.  
1.3.2. Fluido não-newtoniano 
Os fluidos não-newtonianos não apresentam, em geral, uma relação linear directa entre o 
tensor das tensões e a taxa de deformação aplicada. Por isso, necessitam de equações 
constitutivas mais complexas para descrever o seu comportamento reológico. Tendo em conta 
o seu comportamento típico, os fluidos não-newtonianos podem ser divididos em três grupos: 
fluidos puramente viscosos ou inelásticos; fluidos viscoelásticos; e fluidos perfeitamente 
elásticos.  
Os fluidos puramente viscosos ou inelásticos não apresentam qualquer tipo de 
comportamento elástico, sendo incapazes de armazenar energia na forma elástica, isto é, não 
apresentam o efeito “memória”. Estes fluidos podem ser caracterizados, segundo a 
dependência do seu comportamento em relação ao tempo, como: 
1) Fluidos dependentes do tempo: a taxa de deformação é função da tensão de corte 
instantânea aplicada, do intervalo de tempo a que está sujeito à tensão de corte, e 
também do intervalo de tempo entre as aplicações da tensão. Estes fluidos podem ser 
ainda subdivididos em dois tipos diferentes: 
a) Fluidos tixotrópicos (apresentam uma diminuição da viscosidade com o tempo de 
deformação); 
b) Fluidos antitixotrópicos (apresentam um aumento da viscosidade com o tempo de 
deformação). 
Os comportamentos descritos acima podem apresentar um efeito de reversibilidade (ou 
histerese), em que, passado um intervalo de tempo após a cessação da aplicação da 
deformação, o fluido retoma a viscosidade inicial, mas não necessariamente pelo mesmo 
“caminho”.  
2) Fluidos independentes do tempo: a taxa de deformação depende apenas da tensão de 
corte instantânea. Estes fluidos podem ser, por sua vez, subdivididos em: 
a) Fluidos sem tensão de cedência (não dependem de uma tensão inicial ou tensão de 




i) Fluidos reofluidificantes ou pseudoplásticos (apresentam uma diminuição da 
viscosidade com o aumento da taxa de deformação); 
ii) Fluidos reoespessantes ou dilatantes (apresentam um aumento da viscosidade 
com o aumento da taxa de deformação). 
b) Fluidos com tensão de cedência (é necessário atingir uma determinada tensão inicial 
ou de cedência, 
c , para que comecem a deformar). Estes fluidos podem apresentar 
comportamentos típicos de: 
i) Fluidos reofluidificantes; 
ii) Fluidos reoespessantes; 
iii) Plásticos de Bingham (fluidos que apresentam comportamento newtoniano para 
tensões superiores à tensão de cedência, c  ). 
Com um comportamento oposto aos fluidos inelásticos estão os fluidos perfeitamente 
elásticos. Estes, por sua vez, são capazes de armazenar energia na forma elástica, e 
recuperam a totalidade dessa energia armazenada, voltando sempre ao estado inicial.  
Os fluidos não-newtonianos viscoelásticos exibem um comportamento intermédio aos 
fluidos puramente viscosos e perfeitamente elásticos. Apresentam, simultaneamente, 
características viscosas e elásticas quando sujeitos a uma deformação. A relação entre a 
tensão e a deformação não é local no tempo nem no espaço, e a viscosidade pode não ser 
constante para determinadas condições de temperatura e pressão. A combinação destas 
características dá origem a comportamentos complexos, muitos deles ilustrados em Boger & 
Walters (1993). Os fluidos viscoelásticos podem também ser classificados como fluidos 
dependentes e independentes do tempo, relativamente à sua componente viscosa. Mas, no 
caso de fluidos viscoelásticos com características viscosas dependentes do tempo, é difícil 
separar o efeito da elasticidade do efeito das propriedades tixotrópicas/antitixotrópicas do 
fluido (Castro et al. (2001)). 
Na dinâmica de fluidos computacional, a solução de problemas que envolvam fluidos não-
newtonianos implica, em primeiro lugar, a caracterização do fluido, para depois escolher o 
modelo constitutivo que melhor caracteriza o escoamento. Actualmente, existe na literatura 
especializada uma grande variedade de equações constitutivas que descrevem, com precisão, 
os mais diversos comportamentos dos fluidos.  
1.4. Modelos reológicos 
Na abordagem macroscópica da mecânica dos meios contínuos, a micro-estrutura dos 
fluidos (interacção e estrutura atómica e molecular) não é tida em consideração 
explicitamente. Ao invés, as tensões sofridas pelos elementos macroscópicos do fluido são 
relacionadas com a história da deformação através de uma equação constitutiva. Desta 
forma, o escoamento de um fluido pode ser descrito matematicamente através de um 
conjunto de equações que inclui as equações da conservação e a equação ou o conjunto de 
equações constitutivas reológicas.  
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A equação constitutiva define a relação do tensor das tensões (
tot ) com a deformação e 
velocidades de deformação a que o fluido é submetido. A complexidade da relação entre 
tensão e deformação depende das características do fluido, e toma a forma mais simples no 
caso dos fluidos newtonianos através da Lei de Newton, apresentada anteriormente pela 
Eq.(1.1). No caso dos fluidos não-newtonianos, cuja relação entre a tensão e a deformação é 
mais complexa, não existe uma única equação capaz de descrever a diversidade de 
comportamentos que estes fluidos podem apresentar. Por este motivo, existem inúmeros 
modelos constitutivos para descrever os fluidos não-newtonianos, dos quais apenas alguns são 
aqui brevemente apresentados. Sugere-se a leitura dos livros de Bird (Bird et al. (1987a, 
1987b)), para aprofundar o tema. 
O modelo constitutivo mais simples para fluidos não-newtonianos é o modelo de fluido 
newtoniano generalizado (GNF, Generalised Newtonian Fluid). O modelo GNF descreve o 
comportamento não-newtoniano inelástico ou puramente viscoso dos fluidos. Foi desenvolvido 
como uma extensão do modelo newtoniano, onde a viscosidade deixa de ser constante e passa 
a ser função da taxa de deformação (Bird et al. (1987a)): 
(1.2)                 
onde   é a norma ou o segundo invariante do tensor  . Existem ainda variações empíricas 
do modelo GNF, são exemplo o modelo da Lei de Potência (de Waele (1923) e Ostwald 
(1925)), o modelo da Lei de Potência truncada (Spriggs (1965)) e o modelo de Carreau-Yasuda 
(Yasuda et al. (1981)). 
Contudo, e como já referido anteriormente, é comum os fluidos não-newtonianos exibirem 
combinações de comportamentos lineares ou não-lineares viscosos com comportamento 
elástico, os denominados fluidos viscoelásticos. Estes fluidos, para além das diferentes 
variações da tensão e da viscosidade com a taxa de deformação, têm efeito elástico de 
“memória” das deformações sofridas anteriormente. Assim, os fluidos viscoelásticos 
apresentam uma diversidade enorme de comportamentos, impossíveis de serem descritos por 
uma única equação. O desenvolvimento de modelos constitutivos reológicos para descrever o 
escoamento de fluidos viscoelásticos tem sido permanente, quer no sentido de melhorar os 
modelos existentes quer no sentido de descrever novos tipos de escoamento. Os modelos 
viscoelásticos existentes podem ser divididos em dois grandes grupos: os modelos 
viscoelásticos lineares e os modelos viscoelásticos não-lineares.  
Do ponto de vista reológico, os modelos viscoelásticos lineares são mais simples porque 
têm origem na combinação algébrica simples das leis lineares de Newton (para fluido 
puramente viscoso) e de Hooke1 (para sólido perfeitamente elástico). Alguns exemplos deste 
tipo de modelos são o Modelo de Maxwell, o Modelo de Kelvin-Voigt e o Modelo de Jeffreys 
(Castro et al. (2001)). 
                                                 
1 A Lei de Hooke é definida como G  , onde   é a tensão,   a taxa de deformação linear e G  o 
módulo de rigidez ou de distorção (Castro et al. (2001)). 
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Por outro lado, os modelos viscoelásticos não-lineares são mais complexos e pode ser 
encontrado na literatura uma grande diversidade de modelos. O modelo mais simples é o 
modelo convectivo superior de Maxwell (UCM, Upper-Convected Maxwell model) (Oldroyd 
(1950), Castro et al. (2001)), que tem origem no modelo linear de Maxwell. Outro modelo 
importante é o modelo Oldroyd-B. Este modelo, tem origem no modelo de Jeffreys e resulta 
da combinação linear do modelo UCM, para a parte polimérica, e do modelo newtoniano, para 
o solvente (Oldroyd (1950)). No entanto, estes dois modelos apresentam algumas limitações 
significativas bem conhecidas (ver por exemplo, Pinho & Oliveira (2001)): a viscosidade 
elongacional tende para infinito quando a taxa de deformação tende para  1 2 ; e não são 
capazes de prever comportamento reofluidificante. Isto é, apresentam viscosidade 
viscosimétrica constante e primeira diferença de tensões normais (
1 xx yyN    ) proporcional 
a 2 , e ainda segunda diferença de tensões normais ( 2 yy zzN    ) nula. Em termos de 
cálculo numérico, estes dois modelos tendem a gerar problemas de convergência difíceis de 
resolver, porque dão origem a tensões normais elevadas, principalmente para razões de 
viscosidade2 baixas (Pinho & Oliveira (2001)). 
Existem, no entanto, modelos reológicos capazes de descrever o comportamento 
reofluidificante, comum nos fluidos viscoelásticos. O modelo White-Metzner (White & Metzner 
(1963)) é uma forma generalizada empírica do modelo de Maxwell capaz de descrever o 
comportamento fluidificante dos fluidos viscoelásticos, para a viscosidade de corte e para a 
primeira diferença de tensões normais. Contudo, admite viscosidade elongacional infinita e 
segunda diferença de tensões normais nula. Por outro lado, o modelo Giesekus (Giesekus 
(1982)) já prevê comportamento fluidificante para a segunda diferença de tensões normais e 
o problema de viscosidade elongacional infinita deixa de existir. Este modelo prevê ainda 
comportamento reoespessante da viscosidade elongacional, limitada à região de taxa de 
deformação extensional elevada. O modelo de Phan-Thien e Tanner (ou modelo PTT) (Phan-
Thien & Tanner (1977)) assenta numa base teórica forte de modelos de redes moleculares, e 
prevê segunda diferença de tensões normais negativa, que vai de encontro aos resultados 
experimentais de escoamento de soluções poliméricas e polímeros fundidos (Bird et al. 
(1987b)). Além dos modelos atrás mencionados, existe uma grande variedade de modelos 
viscoelásticos diferenciais, como são exemplo os modelos de Oldroyd de 4, 6 e 8 constantes, 
ou ainda os modelos de Gordon-Schowaler, Johnson-Segalman, Bird-DeAguiar e Acierno et al. 
Pormenores destes e de outros modelos poderão ser consultados em Bird et al. (1987a, 1987b) 
e Bird & Wiest (1995). 
Ao contrário dos modelos reológicos anteriores, os modelos que derivam directamente da 
teoria cinética molecular apresentam resultados mais realistas no que diz respeito à descrição 
de escoamentos de líquidos poliméricos. Alguns exemplos deste tipo de modelos são o modelo 
                                                 




FENE (Finitely Extensible Nonlinear Elastic) e suas modificações (FENE-P, FENE-CR, FENE-
MCR) (Bird et al. (1987b)), e ainda o modelo Pom-pom (McLeish & Larson (1998)). 
O modelo FENE resulta da teoria cinética através de um modelo não-linear elástico do tipo 
esfera-mola, para descrever a interacção entre moléculas de polímero e o solvente líquido. 
Descreve, em simultâneo, o estiramento/extensibilidade e a orientação das moléculas 
poliméricas em escoamentos complexos, e prevê efeitos de reofluidificação e de viscosidade 
elongacional finita. Os modelos reológicos desenvolvidos a partir do modelo FENE original 
surgem como simplificações deste (Bird et al. (1987b)). Alguns exemplos importantes são o 
modelo FENE com aproximação de Peterlin (FENE-P) (Peterlin (1966), Bird et al. (1987b)), o 
modelo FENE proposto por Chilcott e Rallison (FENE-CR) (Chilcott & Rallison (1988)), e o 
modelo FENE-CR modificado (FENE-MCR). Herchen & Ottinger (1997) apresentaram uma 
comparação destas versões do modelo FENE. Outros modelos deste tipo podem ser ainda 
consultados em, por exemplo, Bird et al. (1987b), Lielens et al. (1999) e Oliveira (2009). 
O modelo mais próximo da versão original FENE é o modelo FENE-P (Bird et al. (1987b)), 
que tem no seu comportamento característico efeitos de reofluidificação na viscosidade de 
corte. Mais tarde, Chilcott e Rallison (Chilcott & Rallison (1988)), com vista a separar os 
efeitos elásticos dos efeitos de fluidificação, propuseram uma nova versão do modelo FENE 
obtida empiricamente, designado por FENE-CR. Neste modelo, a viscosidade de corte passa a 
ser constante com a variação da taxa de deformação, mas a primeira diferença de tensões 
normais apresenta fluidificação. Desta forma obtiveram um modelo capaz de descrever com 
aproximação razoável o comportamento de fluidos de Boger (soluções poliméricas diluídas 
num solvente de elevada viscosidade). O modelo FENE-MCR surgiu da simplificação proposta 
por Coates et al. (1992), que desprezaram o termo da derivada substantiva da função de 
extensibilidade do modelo FENE-CR. Porém, este modelo pode apresentar diferenças 
significativas relativamente ao modelo FENE-CR original, em escoamentos de forte convecção 
local e escoamentos dependentes do tempo, onde o termo desprezado passa a ser 
importante. 
Neste trabalho, os modelos do tipo FENE são utilizados para representar os fluidos 
viscoelásticos. Por esse motivo, estes modelos serão, mais tarde, explanados com maior 
detalhe, aquando da apresentação das equações de governo no Capítulo 2.  
1.5. Simulação numérica do escoamento de 
fluidos 
O conjunto das equações de governo, que define um problema sobre escoamento de 
fluidos não-newtonianos, não é, na maior parte dos casos, passível de ser resolvido 
analiticamente. Consequentemente, é resolvido através de métodos numéricos que resultam 
em soluções aproximadas. Na computação numérica, existe uma grande variedade de 
metodologias utilizadas no cálculo da solução de problemas sobre escoamentos. No que diz 
respeito ao método de discretização das equações de governo destacam-se três métodos 
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diferentes: o método das diferenças finitas, o método dos elementos finitos e o método dos 
volumes finitos. 
O método das diferenças finitas (FDM, Finite Difference Method) foi o primeiro, dos 
métodos enumerados, a surgir, nos anos 70. A metodologia reside na aproximação das 
derivadas das equações diferenciais através de séries de Taylor. Todavia, este método não 
garante a conservação das quantidades físicas, e actualmente é utilizado, apenas, em 
combinação com outros métodos numéricos mais precisos.  
No método dos elementos finitos (FEM, Finite Element Method), por outro lado, a 
aproximação à solução das equações diferenciais é realizada por uma função em cada um dos 
elementos que constituem o domínio do problema. É um método versátil geometricamente, 
sendo, por esse motivo, particularmente interessante na resolução de problemas em 
geometrias complexas. Na resolução de problemas em geometrias simples, a principal 
desvantagem deste método sobressai, uma vez que é mais exigente em termos de recursos 
computacionais, principalmente para fluidos viscoelásticos. A revisão de Baaijens (1998) sobre 
esta metodologia merece uma leitura atenta para aprofundamento do assunto.  
Por último, no método dos volumes finitos (FVM, Finite Volume Method), a aproximação à 
solução das equações de governo é obtida através de balanços de fluxos sobre volumes de 
controlo discretos que constituem o domínio do problema. Este método oferece maior 
estabilidade numérica, e é mais vantajoso em termos de recursos computacionais, 
relativamente ao FEM. A importância do FVM surge do crescente interesse sobre problemas de 
escoamento de fluidos mais complexos em geometrias simples, onde o método revela ser o 
mais eficiente. Nesta matéria, além dos títulos listados anteriormente (em particular 
Patankar (1980) e Ferziger & Peric (1996)), é importante referenciar o livro An Introduction 
to Computational Fluid Dynamics: The Finite Volume Method de Versteeg & Malalasekera 
(1995). 
No trabalho presente, foi utilizado o método dos volumes finitos para a resolução dos 
problemas sobre escoamentos. Por conseguinte, o assunto será aprofundado posteriormente, 
no Capítulo 3. Os cálculos numéricos apresentados foram efectuados tendo como base um 
código computacional já existente programado em linguagem FORTRAN®, posteriormente 
modificado para se adaptar às necessidades da investigação. O procedimento para obtenção 
dos resultados é composto por três fases principais: 
1) Pré-processamento: geração da malha computacional, e definição das condições do 
escoamento e parâmetros de simulação. 
2) Processamento: resolução das equações de conservação da massa e da quantidade de 
movimento, juntamente com as equações constitutivas que regulam o comportamento do 
material. Este programa de simulação é adequado ao tratamento do escoamento de fluidos 
newtonianos e não-newtonianos elásticos em regime laminar estacionário e não estacionário. 
3)  Pós-processamento: representação gráfica dos resultados obtidos através dos 




O objectivo principal desta tese é estudar o desenvolvimento de instabilidades que 
ocorrem no escoamento de fluidos não-newtonianos viscoelásticos, em regime laminar, 
através de canais com curvatura, utilizando, para isso, métodos numéricos. As geometrias 
consideradas reproduzem escoamentos básicos que se encontram nas mais diversas 
aplicações, desde a indústria até à fisiologia, isto é, onde quer que ocorra escoamento em 
curvas. A natureza fundamental deste trabalho é relevante para melhor compreender a 
evolução do escoamento em curvas, o desenvolvimento de instabilidades e a sua natureza.  
Assim, este trabalho irá envolver a aplicação de uma ferramenta numérica de previsão, 
desenvolvida com base no método dos volumes finitos, para a resolução de problemas sobre 
escoamentos tridimensionais viscoelásticos, em regime laminar, estacionário e não-
estacionário, através de canal curvo com secção transversal rectangular. No escoamento em 
curvas a inércia promove o desenvolvimento de instabilidades transversais à direcção do 
escoamento principal, que aumentam em complexidade, conduzindo eventualmente a 
instabilidades não-estacionárias. A viscoelasticidade tende a favorecer e acelerar o 
desenvolvimento destas instabilidades, mas a sua influência não está completamente 
clarificada. Por esse motivo, será realizado um estudo detalhado sobre o escoamento não-
newtoniano viscoelástico considerando o efeito de diferentes parâmetros e condições sobre o 
escoamento, tais como: parâmetros geométricos (curvatura e secção transversal), perfil do 
escoamento de entrada (completamente desenvolvido e uniforme), presença e ausência de 
inércia, propagação dos efeitos da curvatura a montante e a jusante da curva, gradiente de 
pressão pulsante, entre outros. 
1.7. Estrutura da Tese 
A tese é estruturalmente dividida em 14 capítulos. No Capítulo 1 presente faz-se um breve 
enquadramento do tema a tratar na tese, assim como, a descrição da motivação e dos 
objectivos.  
No Capítulo 2 são descritas as equações que regem o escoamento de um fluido 
viscoelástico, em regime laminar e em condições isotérmicas. Neste capítulo apresentam-se 
as equações de conservação (massa e quantidade de movimento), juntamente com as 
equações constitutivas reológicas do tensor das tensões, para os modelos newtoniano, FENE-
CR e FENE-P. As equações são apresentadas primeiro na forma dimensional, posteriormente, 
são escritas na sua forma adimensional e são definidos os parâmetros adimensionais 
utilizados. 
No Capítulo 3 descreve-se o método numérico utilizado neste trabalho, apresentando as 
equações do escoamento na forma diferencial, transformadas para coordenadas não 
ortogonais generalizadas. Em seguida, trata-se da discretização das equações seguindo o 
método dos volumes finitos, assim como, uma breve explicação dos esquemas de diferenças 
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utilizados para cada um dos termos, do algoritmo SIMPLEC empregue no acoplamento entre 
pressão, velocidade e tensões, e ainda a descrição das condições de fronteira implementadas. 
A introdução ao tema principal é apresentada no Capítulo 4, que se divide em duas partes 
principais: primeiro faz-se uma revisão bibliográfica sobre o escoamento através de condutas 
curvas; e em segundo é apresentada uma introdução aos problemas abordados nesta tese. 
Nos capítulos seguintes são apresentados os resultados obtidos, precedidos por uma 
revisão bibliográfica relevante ao problema tratado. Assim, no Capítulo 5, a evolução e as 
características do escoamento laminar de fluido newtoniano sob o efeito da inércia é descrito 
detalhadamente. Além disso, os resultados obtidos são comparados com os resultados 
publicados como forma de validar a metodologia utilizada. No Capítulo 6 o mesmo tipo de 
abordagem é efectuado para os modelos do tipo FENE, considerando a mesma geometria. 
No Capítulo 7 é avaliado o efeito da variação da curvatura do canal sobre o 
desenvolvimento do escoamento newtoniano e não-newtoniano viscoelástico.  
No Capítulo 8 faz-se um estudo detalhado do efeito da curvatura no escoamento a 
montante e a jusante da secção curva do canal, para fluido newtoniano e viscoelástico, 
admitindo uma geometria com curvatura acentuada. 
O efeito das condições de entrada sobre o desenvolvimento do escoamento newtoniano e 
não-newtoniano através de curva é analisado no Capítulo 9, onde é comparada a evolução do 
escoamento considerando perfis de entrada completamente desenvolvido e uniforme. 
No Capítulo 10 apresentam-se resultados relativos ao efeito da variação da secção 
transversal no desenvolvimento de instabilidades no escoamento laminar newtoniano e 
viscoelástico. Aqui, a secção transversal rectangular é variada pelo sucessivo aumento da 
profundidade do canal enquanto a largura do canal é mantida constante. 
O Capítulo 11 é dedicado à comparação entre o escoamento sem inércia e com inércia 
reduzida, isto é, nos casos onde o efeito inercial sobre o escoamento através de curva é nulo 
ou consideravelmente reduzido, isolando os efeitos viscoelásticos no desenvolvimento de 
instabilidades puramente elástica neste tipo de geometria. 
Nos Capítulos 12 e 13 são abordados os casos do escoamento newtoniano e viscoelástico 
em regime não-estacionário. Em determinadas condições, o escoamento através de curvas 
alcança um regime de transição, em que o escoamento é dependente do tempo, mas sem 
atingir regime turbulento. No Capítulo 12, é analisado o desenvolvimento temporal do 
escoamento, em particular, para condições onde se verifica que as instabilidades 
desenvolvidas deixam de ser estacionárias. Já no Capítulo 13 considera-se que o escoamento 
é dependente do tempo por imposição, à entrada do canal, de um gradiente de pressão a 
oscilar em fase.  
Finalmente, no Capítulo 14, são apresentadas as principais conclusões referentes ao 
trabalho desenvolvido e sugerem-se algumas linhas de estudo para trabalhos futuros.  
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Capítulo 2.  
Equações Fundamentais 
Para chegar à solução de problemas sobre escoamentos, em dinâmica de fluidos 
computacional é necessário resolver o conjunto das equações da conservação em simultâneo 
com a equação constitutiva reológica. O conjunto das equações da conservação compreende 
as equações da conservação da massa, da quantidade de movimento e da energia térmica. 
Quando o problema é isotérmico, a equação da conservação de energia é redundante. Assim, 
o problema passa a ser definido pelas equações da conservação da massa e da quantidade de 
movimento que relaciona os campos da velocidade, pressão e tensões, e pela equação 
constitutiva que relaciona o campo de tensões com o campo cinemático das deformações, 
taxas de deformação e, quando aplicável, o tempo. 
 Equações de conservação 
Assumindo que o escoamento é laminar e isotérmico, e que o fluido é incompressível, a 
equação da conservação da massa é simplificada e pode ser expressa, na sua forma vectorial, 
como:  
(2.1)      0 u         
onde u  é o vector velocidade (com componentes u , v  e w  segundo as direcções x , y  e z , 
respectivamente).  
Por sua vez, a equação da quantidade de movimento pode ser escrita, também na forma 
vectorial, como: 





   

    

u u
u u = -        
Nesta equação, o termo      D Dt t u        é a derivada material ou substancial 
da propriedade   (que representa a variação no tempo dessa propriedade quando associada 
a um determinado elemento de fluido, em meio deformável),   a massa volúmica, t  o 
tempo, p  a pressão, g  a aceleração da gravidade (termo que pode ser desprezado ou 
incluído no termo da pressão), e tot  o tensor das tensões extra. O tensor das tensões extra é 
uma grandeza tensorial que depende da posição e da orientação do plano sobre o qual as 
forças associadas estão a ser avaliadas. Pela conservação do movimento angular e 
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considerando um referencial cartesiano, o tensor das tensões é simétrico com matriz do tipo 
(Castro et al. (2001)): 
(2.3)      
xx xy xz










        
Para “fechar” o sistema de equações de governo, é necessário determinar o tensor das 
tensões extra que é definido por uma ou mais equações constitutivas. 
 Equações constitutivas 
A inexistência de um modelo constitutivo geral capaz de descrever o comportamento 
reológico de todos os fluidos, leva a que escolha da equação constitutiva, para definir tot , 
dependa das características do fluido no problema que se pretende resolver. Considerando 
fluidos viscoelásticos, do tipo soluções poliméricas diluídas (como os fluidos considerados 
neste estudo), o comportamento do fluido é definido por duas partes distintas: um soluto 
polimérico diluído num solvente newtoniano. Assim, tot , que define a relação entre as 
tensões e a deformação, é o resultado da soma de uma parte newtoniana ( s ) e outra 
polimérica ( ), e é escrito da seguinte forma: 
(2.4)      tot s            
Esta equação descreve fluidos newtonianos para   , e soluções poliméricas com 
propriedades viscoelásticas para   . As soluções poliméricas são consideradas 
homogéneas, i.e., soluções cuja concentração de polímero é a mesma em qualquer ponto do 
escoamento. 
A parte de solvente newtoniano segue a Lei de Newton da viscosidade: 
(2.5)       2 Ts s s      D u u        
onde s  é a viscosidade do solvente que é considerada constante, D  o tensor velocidade de 
deformação dado por   1 2 T   D u u , e  Tu  a transposta do gradiente de 
velocidade. A viscosidade do solvente ( s ) relaciona-se com viscosidade total ( 0 ) através da 
razão definida pelo parâmetro 0s   . Por sua vez, 0  escreve-se como a soma da 
viscosidade do solvente com a viscosidade polimérica da seguinte forma: 
(2.6)      0 0 01s p                 
13 
 
Para descrever reologicamente a parte polimérica do tensor das tensões,  , serão 
utilizados modelos tipo FENE (Bird et al. (1987b)). A equação constitutiva destes modelos 
descreve o comportamento reológico de soluções de baixa concentração polimérica, onde a 
interacção polímero-polímero é menos frequente, e baseia-se na teoria cinética de moléculas 
com extensão elástica finita e não-linear. Aqui as moléculas de polímero, dispersas em 
solvente newtoniano, são representadas por conjuntos do tipo esfera-mola (não-linear), cujo 
modelo mais simples é constituído por duas esferas conectadas por uma mola, e é designado 
por modelo dumbbell, representado esquematicamente na Figura 2.1.  
Os conjuntos esfera-mola dispersos em solvente newtoniano estão sujeitos a diferentes 
forças: as forças viscosas do solvente, que provocam distorção e movimentos lineares; e 
forças de atracção-repulsão entre esferas devidas à elasticidade da mola. A partir deste 
modelo simples podem-se obter vários modelos viscoelásticos dependendo da lei usada para 
descrever a mola. A forma mais simples deste modelo admite que as forças de atracção-
repulsão entre as esferas são proporcionais ao estiramento da mola resultando no Modelo 
Hookeano (Bird et al. (1987b)). 
 
 
Figura 2.1- Modelo conjunto esfera-mola ou modelo dumbbell. 
2.2.1. Modelo Hookeano 
O Modelo Hookeano, que resulta da teoria cinética para uma solução diluída de polímeros 
lineares flexíveis, faz aparecer uma constante de proporcionalidade que existe entre as forças 
elásticas (ou de atracção-repulsão entre as esferas) e o estiramento da mola, definida como: 
(2.7)      
 c
HF Q         
onde 
 c
F  denomina-se força de conexão. Pela Figura 2.1, 2 1= Q r r  é o vector de ligação 
entres as esferas 1 e 2, e H  é a constante da mola elástica. 
O Modelo Hookeano expressa apenas a relação entre forças que actuam somente sobre um 












tensões, é essencial estabelecer uma ponte entre os efeitos microscópicos (forças que actuam 
num único conjunto esfera-mola) e os efeitos macroscópicos (forças que actuam sobre e entre 
vários conjuntos esfera-mola). Assim, tendo como base a teoria cinética, torna-se necessário 
formular uma relação capaz de descrever a variação da distribuição dos conjuntos esfera-
mola em função do tempo. Esta relação é dada pela equação de difusão da função de 
distribuição  ,t Q , apresentada em Bird et al. (1980) da seguinte forma: 
(2.8)       





    
    
    
Q F
Q Q Q
     
onde k  é o traço de um tensor dependente do tempo que descreve a velocidade do solvente, 
Bk  é a constante de Boltzman, T  é a temperatura e 6 s ra   é o coeficiente de atrito 
(dado pela lei de Stokes) entre as esferas e o solvente, e ra  o raio da esfera. Nesta equação, 
o primeiro termo do lado direito é o resultado da força de arrasto hidrodinâmico provocado 
pelo movimento do conjunto esfera-mola no solvente, o segundo termo resulta da força da 
mola e o terceiro e último termo resulta da força browniana nas esferas. 
Usando as expressões de Kramers (Kramers (1944) e Bird et al. (1987b)) e de Giesekus 
(Giesekus (1962) e Bird et al. (1987b)) a parte polimérica do tensor das tensões extra   passa 
a ser escrita, respectivamente, como: 
(2.9)       
c
Bn nk T  QF I        
(2.10)      
4
n 
  QQ        
onde o termo  
c
n QF  é a contribuição da tensão na conexão do conjunto esfera-mola, n  é 
o número de moléculas poliméricas por unidade de volume (densidade de conjuntos esfera-
mola na solução), e 
 c
F  é definido pela Eq(2.7). O parêntese    d   Q Q  é o valor 
médio do conjunto das moléculas na unidade de volume, onde   Q  é a função de 
distribuição definida na Eq(2.8). Ainda na equação de Kramers (Eq(2.9)), o termo Bnk T I  
tem origem no movimento browniano, onde I  é a matriz identidade. Já na equação de 
Giesekus (Eq(2.10)) o símbolo  

  representa a derivada convectiva superior de Oldroyd 
(Oldroyd (1950)) escrita, para um tensor A , da seguinte forma: 




           

A A
A A A A A Au u u u u     
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Substituindo, na equação de Kramers (Eq(2.9)), a força de conexão 
 c
F  do Modelo 
Hookeano (Eq(2.7)) a contribuição polimérica passa a ser definida por: 
(2.12)      
BnH nk T  QQ I        
Aplicando à Eq(2.12): 1) a regra da derivada convectiva superior (Eq(2.11)); 2) a expressão 
de 

QQ  que resulta da equação de Giesekus (Eq(2.10)); 3) a derivada convectiva superior da 
matriz identidade (considerando que é dada por   2
T

     I u u D ); 4) o coeficiente de 
viscosidade do polímero e o tempo de relaxação do fluido definidos, respectivamente, como 
p B= nk T   e 4H  , surge a equação diferencial do tensor das tensões poliméricas: 
(2.13)      2 p 

   D        
A nova equação reológica para o tensor das tensões poliméricas Eq(2.13), em conjunto 
com a Eq(2.5) para a tensão devida ao solvente, é idêntica macroscopicamente à equação 
constitutiva do modelo Oldroyd-B (Oldroyd (1950, 1955)). Enquanto a primeira foi obtida 
através do modelo Hookeano segundo a teoria molecular, a segunda teve base na mecânica 
dos meios contínuos. No entanto, este modelo reológico apresenta dois inconvenientes: para 
além do facto de a viscosidade de corte ser constante, as moléculas podem apresentar 
extensibilidade infinita para taxas elongacionais elevadas mas finitas. Estas características 
afastam o modelo da realidade, em que um elemento de fluido tem por natureza 
extensibilidade finita e a sua viscosidade de corte não é normalmente constante (a não ser 
que as moléculas constituintes sejam simples, de forma que o comportamento seja 
newtoniano). Assim, a relação linear hookeana da força da mola pode ser utilizada apenas em 
problemas de pequenas deformações, para os quais apresenta soluções realistas.  
2.2.2. Modelos não-Hookeanos 
Em reologia, os problemas de escoamentos sujeitos a grandes deformações têm grande 
significado, e o modelo Hookeano deixa de ter aplicabilidade. Numa tentativa de 
ultrapassar/corrigir as limitações deste modelo, a mola hookeana de extensibilidade infinita 
pode ser substituída por uma mola de extensibilidade finita e não-linear, cuja rigidez 
aumenta com a elasticidade, limitando a extensibilidade da cadeia molecular polimérica a um 
valor máximo finito. Esta alteração no modelo Hookeano dá origem aos modelos não-
Hookeanos de elasticidade não-linear de extensibilidade finita, também designados por 
modelos FENE (Finitely Extensible Nonlinear Elastic) (Bird et al. (1987b)). 
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2.2.2.1. Modelos FENE 
Os modelos reológicos não-lineares com extensibilidade elástica finita, FENE, já foram 
utilizados no cálculo numérico de escoamentos viscoelásticos (por exemplo, Purnode & Legat 
(1996), Remmelgas & Leal (2000), Oliveira (2003), Rocha (2010), Matos (2010) e Malheiro et 
al. (2013)), na medida em que reproduzem com grande aproximação a reologia de soluções 
poliméricas diluídas.  
Na década de 70, Warner introduziu a não-linearidade no Modelo Hookeano original 
recorrendo a uma mola com extensibilidade elástica finita com características não-lineares de 
forma a obter um comportamento macroscópico reofluidificante (shear-thinning), em que a 
viscosidade da solução polimérica depende da taxa de deformação (Warner (1972)). Assim a 
força de conexão da mola passa a ser definida por (Warner (1972)): 















com       
onde, e tal como na Eq(2.7) e segundo a Figura 2.1, Q  é o vector da conexão que liga as duas 
esferas e H  é a constante elástica da mola. Na Eq(2.14), 
2= QQ Q  e 0Q  é o comprimento 
máximo de estiramento da mola (
2
0 max
Q  QQ ). Neste modelo a força da mola admite um 
comportamento linear para pequenos estiramentos, aproximando-se do Modelo Hookeano, 
mas a mola torna-se mais rígida à medida que é alongada para um máximo elongacional de 
valor 0Q . Assim, os efeitos elongacionais são determinados pelo parâmetro adimensional b  
dado por 
2
0b HQ kT . Desta forma, a equação que define o tensor das tensões poliméricas é 
reescrita como: 












I QF I      
O modelo FENE, tal qual definido na Eq(2.15), é utilizado no cálculo microscópico de 
escoamentos viscoelásticos. No entanto, para a simulação macroscópica do escoamento é 
necessária uma simplificação da equação constitutiva no termo que representa a média 
(termo da Eq(2.15) dentro de  ). É a simplificação e aproximação deste termo que resulta 
nas diferentes versões macroscópicas do modelo FENE. As propostas simplificadas do modelo 
original FENE mais relevantes são as sugeridas por Peterlin (1966), e por Chilcott & Rallison 
(1988), resultando, respectivamente, nos modelos FENE-P e FENE-CR.  
2.2.2.2. Modelo FENE-P 
No modelo FENE, a função de distribuição do conjunto esfera-mola é altamente localizada, 
o que significa que as forças brownianas difusivas são fracas comparativamente às outras 
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forças que actuam no conjunto (Tanner (1992)). Por isso, é possível chegar a uma equação 
constitutiva aproximada. A simplificação sugerida por Peterlin (1966) reside na transformação 
da média da razão da Eq (2.15) em razão das médias dos factores, como se segue (Bird et al. 
(1987b)): 











I       
onde  22 2e b b   é o termo de contribuição isotrópica extra, que serve para melhorar a 
simplificação (Bird et al. (1987b)). A força de conexão da mola passa a ser dada por (Bird et 
al. (1987b)): 









F        
A equação constitutiva aproximada é obtida eliminando todas as quantidades que surgem 










   

, aplica-se à Eq(2.16) o operador traço e resolve-se a 
equação em função de 
2 2
0Q Q : 












      
onde   2tr QQQ  e 3tr I . A função f  é a função de extensibilidade e passa a ser escrita 
como: 








    
 

      
Reescrevendo a Eq(2.18), a expressão simplificada de Kramers para o modelo FENE-P fica: 
(2.20)      1nHZ eb nkT  QQ I        
Para se obter a equação constitutiva final, aplica-se a regra da derivada superior ao termo 
 M

  e usa-se a expressão de Giesekus (Eq(2.10)) para eliminar o termo 

QQ  na Eq(2.20). 
A equação constitutiva é então escrita como (Bird et al. (1987b)): 
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          D     
Nesta equação, a função de extensibilidade f , dada pela Eq(2.19), quando apresentada 
em função da variável dependente tr (τ) toma a seguinte forma: 










       
onde  2 3 3a L L  .  
A forma compactada da equação constitutiva do modelo FENE-P é escrita como: 
(2.23)     2
p pa aD




     
   

 D I       
O parâmetro extensibilidade 2L , na Eq(2.22), é proporcional ao quadrado da razão entre o 
comprimento das moléculas do polímero quando estão completamente estendidas ( 0Q ) e o 
seu comprimento em estado de equilíbrio (
eqQ ), 
2 2 2
03 eqL Q Q , onde 
2 3eqQ kT aH , 
(Oliveira (2002)). Quando a extensibilidade é elevada (
2L  ), a função extensibilidade 
1f  , e a equação constitutiva Eq(2.23) reduz-se ao modelo Oldroyd-B (Eq(2.13)). Quando 
não existe viscosidade de solvente, a equação do modelo Oldroyd-B, por sua vez, reduz-se ao 
caso particular do modelo UCM. 
Assim, o modelo FENE-P descreve fluidos viscoelásticos com fluidificação da viscosidade de 
corte e da primeira diferença de tensões normais (
1 xx yyN    ), e apresenta viscosidade 
elongacional finita para qualquer valor da taxa de deformação. Por outras palavras, quando a 
taxa de deformação de corte é baixa (  ), isto é, não é suficiente para vencer as forças 
intermoleculares, a viscosidade de corte é elevada. Mas quando   é suficientemente 
elevada para vencer as forças intermoleculares, as moléculas de polímero tendem a orientar-
se segundo a direcção do escoamento, e a viscosidade de corte diminui, reflectindo as 
propriedades fluidificantes do modelo. 
De uma maneira geral, o modelo FENE-P é uma boa aproximação da teoria cinética do 
modelo FENE para simulação macroscópica de escoamento viscoelásticos estacionário. Em 
escoamentos dependentes do tempo, a simplificação do termo da média, pode levar a 
diferenças significativas no comportamento reológico. A comparação entre estes modelos foi 
levada a cabo por Herrchen & Öttinger (1997).  
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2.2.2.3. Modelo FENE-CR 
A formulação do modelo FENE-CR, proposta por Chilcott & Rallison (1988), tem origem no 
modelo constitutivo FENE-P. O modelo usa, por isso, a aproximação de Peterlin (1966), mas 
elimina a dependência da viscosidade de corte com a deformação, de forma a descrever o 
comportamento reológico de fluidos do tipo Boger (James (2009)). Assim, o modelo FENE-CR 
apresenta efeitos de elasticidade e de reofluidificação nas tensões normais, mas, ao contrário 
do modelo FENE-P (que possui comportamento reofluidificante na viscosidade de corte), 
apresenta viscosidade de corte (    ) constante, independente da deformação. No entanto, 
para escoamentos estacionários elongacionais, os modelos FENE-P e FENE-CR apresentam 
comportamentos semelhantes (Herrchen & Ottinger (1997)). 
Assim, partindo da Eq(2.16), Chilcott & Rallison (1988) consideraram 0e  , resultando na 
seguinte equação: 









I       
Considerando a expressão de Giesekus Eq(2.10), a equação constitutiva final do modelo 
FENE-CR é então obtida: 








 D        
onde a viscosidade polimérica (
p ) é dada por: 
(2.26)      
p nkT          
e a função extensibilidade ( f ) é reformulada, e passa a ser escrita como: 










        
De forma a conseguir descrever o comportamento do fluido num escoamento, é necessário 
resolver o conjunto das equações constituído pelas equações da conservação da massa Eq(2.1) 
e da quantidade de movimento Eq(2.2) para além da equação constitutiva Eq(2.23) para o 
caso do modelo FENE-P, ou a equação constitutiva Eq(2.25) para o caso do modelo FENE-CR. 
 Equações de governo adimensionalizadas 
A adimensionalização das equações faz aparecer os grupos adimensionais que controlam o 
escoamento, facilita a análise e comparação de resultados, e baseia-se nas escalas 
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características de comprimento, velocidade e tempo do problema em questão. Para os 
cálculos realizados neste trabalho, a adimensionalização das variáveis que constam nas 
equações de governo têm como base uma escala de comprimento igual à altura do canal d , e 
uma escala de velocidade igual à velocidade média U  na secção do canal (calculada como o 
caudal volumétrico a dividir pela área da secção). Nos escoamentos aqui considerados não há 
uma escala de tempo independente. Assim, as variáveis dimensionais das equações 
apresentadas anteriormente (agora representadas com um asterisco), são transformadas em 
variáveis adimensionais através das expressões seguintes: 
































      
Substituindo as variáveis adimensionais da Eq(2.28) nas equações de governo apresentadas 
anteriormente temos que a equação da conservação da massa passa a ser escrita como: 
(2.29)       0 u        
enquanto a forma adimensional da equação da quantidade de movimento passa a ser escrita 
como: 







     
u
u        
Por sua vez, aplicando as variáveis adimensionais também às equações constitutivas, os 
modelos tipo FENE podem ser reescritos para obter equações adimensionais. Assim, o modelo 
FENE-P é reescrito como: 
(2.31)   
 
   
 1
1 T T
D f D d fWi D Wi
Wi d + u u
f Dt Dt f Dt
 
         
 

  u u I    
cuja função de extensibilidade passa a ser expressa por: 
(2.32)      
 2
2 3







       
Já o modelo FENE-CR toma a seguinte forma: 
(2.33)   
 
   
1
1 T T
D fWi D Wi
Wi + u u
f Dt Dt f
 
        
 

  u u     
Para este modelo, a função extensibilidade na forma adimensional é escrita como: 
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Com a adimensionalização das equações de governo, surgem parâmetros independentes 
adimensionais importantes no estudo de escoamentos viscoelásticos, nomeadamente: a 
extensibilidade ( 2L ), o número de Reynolds ( Re ), o número de Weissenberg (Wi ) e o 
parâmetro de retardamento ou razão de viscosidade de solvente (  ), respectivamente: 















       
O parâmetro de extensibilidade ( 2L ) caracteriza a extensibilidade adimensional máxima 
das moléculas de polímero, representadas pelo conjunto esfera-mola (Chilcott & Rallison 
(1988) e Byars et al. (1994)). Como, nos modelos FENE, a extensibilidade máxima das 
moléculas de polímero tem valor finito, à medida que as moléculas são deformadas, a taxa de 
aumento das tensões normais associadas aumenta. Este parâmetro, definido anteriormente (
2 2 2
03 eqL Q Q ), reflecte a relação entre o comprimento das moléculas de polímero quando 
estão completamente estendidas e o seu comprimento em estado de equilíbrio. 
O parâmetro adimensional de retardamento (  ) é definido como a relação de dois tempos 
diferentes: o tempo de relaxação (que é o tempo necessário para as cadeias de polímero 
relaxarem até ao seu estado de equilíbrio, depois que cessa a aplicação da deformação); e o 
tempo de retardamento (que é a fracção do tempo de relaxação dependente da razão da 
viscosidade de solvente) (James (2009)). Em alternativa, o parâmetro de retardamento pode 
ser também definido como a relação entre viscosidades, ou seja, a razão entre a viscosidade 
de solvente e a viscosidade total (que por sua vez é definida pela soma das viscosidades de 
solvente e de polímero, expresso anteriormente pela Eq(2.6)). Isto é,   pode ser expresso 
como: 0s r      . Quando   é igual a 1  temos o caso newtoniano, mas para 1   os 
efeitos de elasticidade tornam-se maiores. A concentração polimérica ( c ) é definida como a 
razão entre a viscosidade de polímero e a viscosidade de solvente (
p sc   ) e relaciona-se 
com o parâmetro de retardamento como  1 1 c   . 
O número de Reynolds ( Re ) define-se como a razão entre as forças de inércia e as forças 
viscosas que actuam no escoamento, e, de uma forma geral, controla a inércia do 
escoamento. Na expressão dada pela Eq(2.35), a viscosidade é calculada para taxa de 
deformação nula no caso de modelos reofluidificantes. 
O número de Weissenberg (Wi ) é definido como o produto entre o tempo de relaxação do 
fluido (  ) e a razão de deformação característica (  ), Wi  , e descreve o grau de não-
linearidade do comportamento viscoelástico do fluido. Na definição anterior (Eq(2.35)) 
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considera-se U d  . O número de Weissenberg e o número de Deborah ( De ) são muitas 
vezes confundidos embora tenham interpretações físicas diferentes. Enquanto Wi  reflecte 
uma razão de tensões, De  reflecte uma razão de tempos (Dealy (2010)). O Wi  indica o grau 
de anisotropia ou de orientação gerado pela deformação, e é indicado para descrever 
escoamentos com uma história de estiramento constante, com uma tensão de corte simples. 
Por outro lado, o De  define o grau a que a elasticidade se manifesta como resposta a uma 
deformação variável no tempo (grau em que a resposta, de um material a uma deformação, é 
viscoelástica em vez de meramente viscosa). Isto é, é a razão entre o tempo (de relaxação) 
característico de um fluido (  ) e o intervalo de tempo no qual a deformação é aplicada. 
Quando este é definido como U d , o número de Deborah é dado por De U d , tornando-
se igual ao Wi , ambos descrevem a relação entre as forças elásticas e as forças viscosas que 




Capítulo 3.  
Método Numérico 
Os métodos numéricos são técnicas algébricas utilizadas para obter soluções aproximadas 
na resolução de problemas de escoamentos. A solução numérica das equações de governo 
(apresentadas no Capítulo 2) pode ser obtida usando diferentes métodos, como é exemplo o 
método dos volumes finitos, que será usado neste trabalho. 
O método dos volumes finitos está bem descrito em livros da especialidade (Patankar 
(1980) e Ferziger & Peric (1996)) e resume-se aos seguintes passos. Perante um determinado 
problema de fluidos, é necessário, primeiramente, estabelecer as equações diferenciais de 
governo (tratadas no Capítulo 2) num sistema de coordenadas que melhor se adapta à 
geometria do espaço (designada por domínio computacional ou de cálculo) onde se pretende 
obter a solução. O domínio computacional é definido pela geometria e por condições de 
fronteira, onde o valor das variáveis dependentes é estabelecido, e é dividido em um número 
finito de volumes ou células de controlo (VC) tridimensionais, com volume pV . Cada volume 
de controlo está rodeado de volumes de controlo vizinhos dispostos num espaço discreto 
dando forma à malha computacional. O volume de controlo genérico está representado na 
Figura 3.2 na sua forma bidimensional para coordenadas generalizadas. A notação indicada na 
Figura 3.2 tem como base o trabalho de Oliveira et al. (1998) e que será usada neste 
trabalho. As equações diferenciais de governo são depois discretizadas por integração no 
espaço e no tempo para cada um desses volumes de controlo, de forma a garantir que as 
quantidades físicas sejam conservadas. Aqui, o termo do gradiente de pressão na equação da 
quantidade de movimento não é tratado de forma conservativa, tal como descrito em Oliveira 
(1992). Após a integração das equações de governo sobre os volumes finitos, as equações 
diferenciais são transformadas num sistema de equações algébricas linearizado com a forma 
Ax b . A matriz A  é a matriz dos coeficientes cuja estrutura pode variar dependendo da 
dimensão do problema, da forma de discretização e da ordenação dos volumes de controlo na 
malha computacional. Ainda na equação, x representa o vector das variáveis e b  representa 
o vector dos termos fonte e das condições fronteira impostas. A solução do sistema de 
equações algébricas pode, por sua vez, ser obtida através de métodos iterativos, directos ou 
mistos. 
Neste trabalho, os cálculos numéricos foram realizados utilizando um código 
computacional já existente originalmente desenvolvido por Oliveira & Miranda (1996), 
programado em linguagem FORTRAN®. 
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3.1. Transformação de coordenadas 
A utilização de coordenadas não-ortogonais generalizadas possibilita que a malha 
computacional se adapte com facilidade a uma geometria complexa, permitindo que um 
domínio físico complexo se transforme num domínio computacional simples e regular para o 
método numérico. Embora esta transformação viabilize a utilização das componentes 
cartesianas das variáveis dependentes vectoriais e tensoriais (vector velocidade, tensor das 
tensões, etc.), resulta, no entanto, num aumento da complexidade das equações de governo. 
Assim, as equações diferenciais são primeiramente escritas para um sistema de coordenadas 
cartesianas (onde ix , 1, 2 e 3i  , para ,x y  e z , respectivamente) e depois transformadas 
para um sistema de coordenadas não-ortogonais (onde l , 1, 2 e 3l  , para ,   e     
respectivamente), tal como representado na Figura 3.1. 
As equações de governo apresentadas no Capítulo 2 na forma vectorial, quando escritas 
em termos de derivadas parciais para coordenadas cartesianas espaciais 
ix  têm a seguinte 
forma:  








       








   
   
     
para a equação da conservação de massa (Eq(3.1)) e para a equação da conservação da 
quantidade de movimento (Eq(3.2)) respectivamente. 
 
 
Figura 3.1- Representação esquemática da transformação do sistema de coordenadas cartesianas 
rectangulares para um sistema de coordenadas não-ortogonais. 
Em termos de simplificação da escrita das equações, será utilizada a convenção de 








No método dos volumes finitos, a presença de termos difusivos nas equações de transporte 









 l l ix 
 i i lx x 
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Peric (1996) e Oliverira et al. (1998)). Como a Eq(3.2) não apresenta nenhum termo difusivo, 
é adicionado um termo difusivo artificial seguindo a técnica utilizada por Oliveira et al. 
(1998). O termo difusivo artificial tem a forma  j i jx u x     na variável dependente iu , 
onde o coeficiente de difusão ( ) é igual ao coeficiente de viscosidade total do fluido ( 0 ), 
0  . A adição dos termos difusivos artificiais na equação da quantidade de movimento faz-
se nos dois lados da equação, mantendo a equação matematicamente inalterada. Assim, a 
Eq(3.2) é reescrita da seguinte forma: 
(3.3)       ,0 0
termo difusivo artificial termo difusivo artificial
ij toti i
i i j
j j j i j j j
u p u
u u u
t x x x x x x x

   
         
        
             
   
Na nova equação da quantidade de movimento Eq(3.3), o ganho de estabilidade reside no 
facto de os termos do lado esquerdo da equação passarem a ser discretizados de forma 
implícita (com incorporação nos coeficientes das equação algébricas), e os termos do lado 
direito da equação discretizados de forma explícita (com incorporação nos termos fonte). No 
caso de regime permanente, estes dois termos alteram-se ligeiramente, mas anulam-se 
quando se atinge convergência iterativa. No caso de regime variável, a alteração dos termos 
dá origem a um erro proporcional ao valor do passo no tempo ( t ) considerado, no entanto, 
esse erro anula-se quando se verifica convergência iterativa dentro de cada t  (Alves 
(2004)).  
Na Eq(3.3) o tensor das tensões extra, agora representado por ,ij tot , é definido pela soma 
de uma componente de solvente newtoniana ( ,ij s ), com uma componente polimérica 
viscoelástica ( ij ) da seguinte forma: 
(3.4)      , ,ij tot ij s ij           
Para um sistema de eixos cartesiano, a componente newtoniana ( ,ij s ), expressa na forma 
vectorial pela Eq(2.5), é escrita na sua forma diferencial como:  









   
       
onde s  é a viscosidade do solvente newtoniano. 
A componente polimérica ( ij ) é apresentada na forma diferencial em coordenadas 
ortogonais cartesianas, segundo as direcções i  e j , para o modelo FENE-P a partir da 
equação vectorial Eq(2.23), reescrita aqui na forma conservativa: 
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(3.6)   
   
   , , ,
ij ef ij ef k ij
k
j ji i
p ef ef jk ik p ef p ef k ij





x x x x t x
    
      
  
   
  
        
                   
   
onde   ef kkf    é o tempo de relaxação efectivo, e   ,p ef p kka f    a 
viscosidade polimérica efectiva. Na função extensibilidade  kkf   o traço do tensor é dado 
por kk xx yy zz      , resultando em: 













      
A equação na forma vectorial do modelo FENE-CR dada pela Eq(2.25), é reescrita na forma 
diferencial conservativa da seguinte forma: 
(3.8)       j ji iij ef ij ef k ij p ef jk ik
k j i k k
u uu u
u
t x x x x x
        
        
                    
   
Para o modelo FENE-CR, a função extensibilidade obtém-se da Eq(3.7) para 1a  . 
Tal como referido anteriormente, para aplicar o método dos volumes finitos, em domínios 
complexos (por exemplo, paredes curvas, como nos casos aqui estudados) as equações de 
transporte devem ser transformadas do sistema de coordenadas cartesianas ortogonais ix  
para um sistema de coordenadas generalizadas não-ortogonais l  (Figura 3.1). Em seguida, 
mostra-se como se faz a transformação das equações de governo para a sua forma 
generalizada correspondente, tal como estão implementadas no programa de cálculo.  
O sistema de coordenadas generalizadas não-ortogonais é função bi-unívoca das 
coordenadas cartesianas (  l l ix  ), e a transformação deve seguir as regras sequentes 
(Vinokur (1989) e Oliveira (1992)): 







  e  
1l
li






   
     
onde t  é o tempo no referencial de coordenadas cartesianas e generalizadas, uma vez que 
apenas serão consideradas malhas fixas, e J  é o determinante da matriz jacobiana J , 
   det deti lJ x     J . A matriz jacobiana J  é definida como: 
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   
  
   
 
   
    
    
    
   
 
    
J       
Na transformação de coordenadas, as direcções segundo os eixos cartesianos ( x , y  e z ) 
passam a ser designadas por i , j  e k  e as direcções segundo os eixos generalizados ( ,  e 
 ) passam a ser designadas por l , m  e n . Depois da integração das equações, J  passa a 
representar o volume da célula ou do volume de controlo, e os elementos li  da matriz 




  , onde li  é igual ao co-factor de i lx    na matriz 
jacobiana), passam a representar a componente i  da área da superfície do volume de 
controlo alinhada com a direcção l , designados por liB  (Vinokur (1989), Oliveira (1992) e 
Miranda (2007)).  
Assim, e seguindo as regras de transformação (Eq(3.9)), as equações de transporte escritas 
em coordenadas cartesianas passam a ser definidas segundo as coordenadas generalizadas da 
seguinte forma, para as equações de conservação de massa (Eq(3.1)) e de quantidade de 
movimento (Eq(3.2)), respectivamente: 
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onde o índice inferior l  dos termos difusivos artificiais indica que a convenção de Einstein 
não é aplicável. 
As equações constitutivas ganham também nova forma. A equação para o modelo 
Newtoniano (Eq(3.5)) e a equação geral para os modelos FENE (para o modelo FENE-P a 
Eq(3.6) ou FENE-CR a Eq(3.8)) passam a ser escritas da seguinte forma, respectivamente: 
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(3.14)   
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com função extensibilidade geral dada pela Eq(3.7). As equações gerais Eq(3.14) e Eq(3.7) são 
reduzidas ao modelo FENE-P para: ,p ef pa f  , ef f   e 1b  ; enquanto para o 
modelo FENE-CR: ,p ef p  , ef f   e 0b  . 
3.2. Discretização das equações 
O método dos volumes finitos (FVM, Finite Volume Method), aqui utilizado para a 
discretização espacial das equações de governo, desenvolve-se a partir do método das 
diferenças finitas (FDM, Finite Difference Method). No método dos volumes finitos a 
integração das equações diferencias às derivadas parciais, transformadas em coordenadas 
generalizadas sobre os volumes de controlo que compõem o domínio de cálculo, é feita 
primeiro e só depois é que se aproximam os termos que resultam da integração, garantindo a 
conservação das quantidades físicas. No método das diferenças finitas, a discretização é feita 
através de uma série de Taylor ou por aproximação polinomial, directamente sobre os termos 
da equação de conservação na forma diferencial, e não garante a conservação das 
quantidades físicas. 
Da discretização das equações diferenciais, segundo o método dos volumes finitos, obtém-
se um sistema de equações algébricas. As equações algébricas relacionam o valor de uma 
variável genérica   (onde p  , iu  ou ij ) com o valor da mesma variável nos pontos 
vizinhos, que serão conhecidos num número discreto de pontos. No caso de escoamento 
estacionário é necessário apenas discretizar no espaço. Já nos escoamentos não-
estacionários, para além da discretização no espaço, é também necessário discretizar as 
equações no tempo, onde as variações no tempo são subdivididas em passos no tempo ( t ). 
Tal como descrito nos trabalhos de Oliveira (1992) e Oliveira et al.(1998), as equações 
diferencias em coordenadas generalizadas (descritas na secção 3.1) são integradas sobre um 
volume de controlo. O volume de controlo genérico bidimensional de centro P , onde se 
pretende obter a solução, está representado esquematicamente na Figura 3.2, com a 
nomenclatura baseada na terminologia adoptada por Oliveira et al. (1998). Na Figura 3.2, o 
volume de controlo genérico P  está rodeado por células vizinhas com centro F , onde 
F 1, 2, 3  e 4  para W, E, S  e N  que identifica as posições Oeste, Este, Sul e Norte 
respectivamente, segundo a direcção da face f . As faces do volume de controlo f , onde 
f 1, 2, 3  e 4  para w, e, s  e n  que designam as faces nas mesmas posições. No caso 
29 
 
tridimensional o volume de controlo genérico de centro P , está rodeado por 6 células 
vizinhas às quais se acrescentam as direcções F 5  e 6  para T  e B , e faces f 5  e 6  para 
t  e b  que designam as direcções Topo e Base, respectivamente, segundo a coordenada 
generalizada 3 . Para designar células vizinhas mais afastadas usa-se o índice FF , onde 
FF 1  a 6  para WW, EE, SS, NN, TT  e BB , com faces ff  correspondentes, onde ff 1  a 
6  para ww, ee, ss, nn, tt e bb, respectivamente. As equações finais discretizadas apresentam 
os termos vizinhos adjacentes ao volume de controlo P  tratados implicitamente, e os termos 
vizinhos mais afastados são adicionados aos termos fonte das equações algébricas e tratados 
explicitamente.  
 
Figura 3.2- Esquema de nomenclatura bidimensional do volume de controlo P  e volumes de controlo 
vizinhos F . (adaptado de Oliveira et al.(1998)) 
Como já referido anteriormente, após a integração num volume de controlo as 
quantidades geométricas, o jacobiano (  detJ  J ) e o coeficiente métrico ( li ) 
transformam-se em volume da célula (V ) e área superficial liB  (que designa a componente 
segundo i  do vector área da face do volume de controlo alinhada com a direcção l ), 
respectivamente (Oliveira (1992)). A nomenclatura relativamente às áreas do volume de 
controlo estão representadas na Figura 3.3 para o volume de controlo P , que é baseada, 
mais uma vez, em Oliveira et al. (1998). 
Seguindo a metodologia apresentada por Oliveira (1992), a integração das equações 


















substituição da derivada da variável genérica   ao longo da coordenada generalizada l , 
pela diferença finita ao longo da direcção l : 








    
 
,  onde 1l       
Na equação (3.15), os sinais positivo (  ) e negativo (  ) indicam os sentidos positivo e 






 são os valores médios da 
variável genérica   para o sentido positivo ( f ) e negativo ( f ) da direcção l . Assim, a 
avaliação da variável genérica   pelo método das diferenças finitas é feita através da 
diferença centrada de   segundo a direcção f  e áreas calculadas no centro dos volumes de 
controlo P , com componente de área PliB , Figura 3.3 (Oliveira et al. (1998)):  
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e no centro das faces dos volumes de controlo f , com componente de área fliB :  
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 
      
 
Figura 3.3- Esquema de nomenclatura bidimensional das componentes e vectores das áreas do volume 
de controlo genérico P . 
P
fB  tem componentes 
P
fiB  e 
P
lB  tem componentes 
P





fiB  e 
f
lB  tem componentes 
f
liB . (adaptado de Oliveira et al. (1998))  
3.2.1. Equação da conservação da massa 
A integração da equação da conservação da massa, num sistema de coordenadas 
generalizadas dada pela Eq(3.11), sobre um volume de controlo centrado em P  (de volume 

























(3.18)    
3 3 6 3
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l j f jlV l
u dV u u  
    
    
      
      
        
onde se verifica a aplicação do teorema da divergência de Gauss, em que a soma das 
diferenças segundo as direcções l  no centro do volume de controlo P  pode ser transformada 










define o caudal mássico ( fF ) que atravessa as faces f  do volume de controlo de centro P . 
Desta forma, a equação da conservação da massa (Eq(3.18)) pode ser reescrita: 






        
A Eq(3.19) expressa a conservação da massa num volume de controlo de centro P , onde o 
somatório dos fluxos mássicos que entram num volume de controlo é igual ao somatório dos 
fluxos mássicos que saem. 
 
a)   b)  
Figura 3.4- Tipos de malha e localização dos nós, num volume de controlo, onde são calculadas as 
componentes da velocidade () e pressão ( ) para: a) malha colocada e b) malha deslocada. 
Ainda na Eq(3.18), o índice superior  (til) da variável ,fju  significa que as componentes 
da velocidade calculadas no centro das faces do volume de controlo não são interpoladas 
linearmente, mas seguindo um método especial. A necessidade de recorrer a um método 
especial de interpolação para determinar a velocidade e o fluxo na face do volume de 
controlo, surge como forma de evitar o desacoplamento entre os campos de pressão e 
velocidade (e entre os campos de tensão e velocidade nos casos de escoamento viscoelástico) 
aquando do uso de malhas colocadas (Figura 3.4-a). O método de interpolação especial usado 




















Chow (1983)), e a variável ,fju  é determinada após a discretização da equação da quantidade 
de movimento.  
3.2.2. Equação da conservação da quantidade de movimento 
A discretização da equação da conservação da quantidade de movimento (Eq(3.12)) é feita 
seguindo o mesmo raciocínio utilizado para a integração da equação da conservação da 
massa. No entanto, devido à complexidade desta equação, os termos (identificados na 
Eq(3.12)) serão integrados, num volume de controlo de centro P , separadamente e no final 
serão reagrupados numa única equação.  
a) Termo de inércia 
O termo da inércia é o termo de variação no tempo da equação de conservação da 
quantidade de movimento (Eq(3.12)). Para este termo, é necessário explicitar a discretização 
temporal que será efectuada segundo dois métodos diferentes: o método de Euler implícito 
(1ª ordem) e, para maior precisão, o método dos três níveis no tempo (2ª ordem). Para 
escoamentos em regime estacionário, o método de Euler de 1ª ordem é adequado, no 
entanto, em regime não-estacionário (transiente) é necessário efectuar uma discretização de 
maior precisão do termo da inércia. Para isso, utiliza-se o método de dicretização temporal 
dos três níveis no tempo (3NT) que é de 2ª ordem. 
A discretização temporal segundo o método 3NT, para uma variável genérica dependente 
do tempo t  , tem a forma: 
(3.20)        1 1
1
1 1 2n n nk k k
t t

   

       
     
que aplicada ao termo da inércia resulta em (Oliveira (2001)): 
(3.21)             
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1 1P
,P ,P ,P ,P( ) 1 1 2
n n n
i i i i
V
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       
  
    
Nas Eq(3.20) e (3.21), os índices superiores  1n ,  n  e  1n  indicam, respectivamente, 
os instantes de tempo futuro, actual e anterior. PV  é o volume (constante) do volume de 
controlo centrado em P , t  é o passo no tempo, e ,Piu  é a componente da velocidade no 
centro do volume de controlo P  segundo a direcção i , no tempo designado pelo índice 
superior. A Eq(3.21) é a equação geral para o termo de inércia onde o parâmetro k  designa o 
tipo de método utilizado. Assim, para 0k   a equação reduz-se à equação do método 
implícito de 1ª ordem de Euler, com erro  O t ; o método regressivo de 2ª ordem dos três 
níveis no tempo obtém-se com 0.5k  , cujo erro é  2O t .  
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b) Termo convectivo 
A discretização do termo convectivo da Eq(3.12) é feita aplicando o teorema de Gauss, tal 
como efectuado para a equação da conservação da massa. Após integração, o termo 
convectivo, que é dado pelo caudal mássico multiplicado pelo valor da variável convectada 
através das faces do volume de controlo centrado em P , toma a seguinte forma:  
(3.22)    
P
3 3 6 3
f
,f ,f
1 1 f 1 1
ˆB
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lj j i lj j i fj j i
l l j jV l
u u dV u u B u u  
    
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      
         
        
pela definição de caudal mássico ( fF ) apresentada anteriormente, a expressão pode ser 
simplificada: 





ˆFlj j i i
lV





       
Na Eq(3.23), a variável convectada ,fˆiu  (a componente i  da velocidade nas faces), é 
calculada no meio da face do volume de controlo e depende do método de discretização 
utilizado para os termos convectivos (Ferziger & Peric (1996)), que deve evitar a introdução 
de perturbações numéricas. No esquema de diferenças de montante (UDS, Upwind 
Differencing Scheme) (Courant et al. (1952)), o valor de ,fˆiu  toma o mesmo valor da 
velocidade no centro do volume de controlo imediatamente a montante da face f  (Figura 
3.2):  




  se  F 0
ˆ










       
O fluxo convectivo de iu , da Eq(3.23), é então dado, para o esquema UDS, pela expressão: 
(3.25)       f ,f f ,P f ,F f ,P f ,FˆF max F ,0 min F ,0 F Fi i i i iu u u u u
         
Embora o esquema UDS não dê origem a soluções oscilatórias, apresenta baixa precisão 
(por ser de 1ª ordem) e provoca o aparecimento de excessiva difusão numérica. Por outro 
lado, os esquemas de alta resolução (HRS, High Resolution Scheme), apesar de apresentarem 
elevada precisão, podem conduzir a problemas de estabilidade do algoritmo de cálculo. 
Assim, para contornar o problema de precisão e de estabilidade o esquema UDS é 
implementado de forma implícita, garantindo a estabilidade, e o esquema HRS é adicionado 
explicitamente ao termo fonte, garantindo a precisão. O esquema HRS utilizado designa-se 
por CUBISTA (Converged and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of 
Advection), e foi desenvolvido por Alves (Alves et al. (2003) e Alves (2004)). Este esquema, 
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para além de possuir boas características de convergência, possui elevada precisão numérica, 
por se tratar de um esquema de 3ª ordem no espaço. O esquema CUBISTA melhora a 
convergência iterativa dos métodos implícitos normalmente utilizados, sendo, por isso, uma 
alternativa vantajosa aos esquemas clássicos de alta resolução, tal como o esquema SMART 
(Gaskell & Lau (1988)). Para mais pormenores sobre o esquema de alta resolução CUBISTA 
consultar o trabalho de Alves (2004). 
c) Termo difusivo artificial implícito 
O termo difusivo adicionado ao lado esquerdo da equação da quantidade de movimento 
Eq(3.12), é tratado implicitamente. A discretização deste termo resulta em: 
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  é a condutância difusiva artificial da mistura polimérica, que representa 
os coeficientes de difusão artificiais calculados nas faces a montante e a jusante do volume 
de controlo centrado em P ; 
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   é o quadrado do valor da área da 









     é o volume do pseudo-volume de controlo centrado 
na face f ; e  
f F P
j jf
u u u    é a diferença das velocidades nas faces f  do volume de 
controlo segundo a direcção f .  
d) Termo do gradiente de pressão 
O termo do gradiente de pressão da Eq(3.12) é tratado de forma explícita, não se aplica o 
teorema de Gauss, e é adicionado ao termo fonte (
iu
S ) da equação da quantidade de 
movimento discretizada final: 
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p p p     é a diferença de pressão no centro do volume de controlo, e é obtida 





e) Termo do divergente da tensão 
Considerando as duas partes da tensão separadamente, a discretização deste termo é feita 
da seguinte forma:  
 
- Parte newtoniana da tensão 
Considerando a Eq(3.13), que descreve a componente newtoniana da tensão ,ij s , a 
integração do termo do divergente da tensão newtoniana num volume de controlo centrado 
em P  é dada por: 
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No entanto, segundo o trabalho de Oliveira (1992) (cuja metodologia é aqui seguida) 
apenas os fluxos difusivos alinhados com a direcção das faces quando m f  (termo difusivo 
normal, correspondente ao primeiro termo do lado direito da Eq(3.28)), devem ser tratados 
implicitamente, sendo dados por: 
(3.29)       
6 3 6
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De facto, esta contribuição implícita está já incluída no termo difusivo acrescentado 
artificialmente. 
Quanto aos restantes termos, são tratados de forma explícita e adicionados ao termo fonte 
(
iu
S ) da equação de conservação da quantidade de movimento discretizada: 
(3.30)    
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       
onde as diferenças das componentes da velocidade são calculadas no tempo de integração 
anterior n . 
 
- Parte não-newtoniana da tensão 
A integração do termo divergente da tensão não-newtoniana ij  da Eq(3.14) sobre um 
volume de controlo centrado em P  é feita utilizando o teorema de Gauss. Este termo é 
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tratado explicitamente e, por isso, é adicionado ao termo fonte 
iu
S  da equação da 
quantidade de movimento discretizada: 
(3.31)    
( tensão não-newtoniana )
P
P
3 3 6 3
f
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       
O índice superior ~  indica o uso de um esquema de interpolação especial, à semelhança 
do que foi feito na Eq(3.18) para o cálculo da velocidade na face do volume de controlo na 
equação da continuidade (Oliveira et al.(1998) e Oliveira & Pinho (1999), com base em Rhie & 
Chow (1983)). Esta técnica permite calcular as tensões nas faces do volume de controlo  ,fij  
evitando o desacoplamento entre os campos de velocidade e tensão. 
f) Termo difusivo artificial explícito 
O termo difusivo artificial explicito da Eq(3.12) é integrado da mesma forma que para o 
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     
onde as velocidades são obtidas da iteração do passo no tempo anterior ( n ). A principal 
diferença entre os dois termos, adicionados artificialmente, reside na forma como cada um 
dos termos é avaliado. Enquanto que no termo tratado implicitamente (Eq(3.26)) a 
condutância difusiva fD  é adicionada ao coeficiente Fa  da equação da quantidade de 
movimento discretizada final, no termo tratado explicitamente (Eq(3.32)) é adicionado ao 
termo fonte 
iu
S . Tal como referido anteriormente, quando é atingida convergência num 
problema estacionário, os termos artificiais implícito e explicito anulam-se e não influenciam 
a solução final. 
Equação da quantidade de movimento discretizada final 
Agrupando os termos da Eq(3.12) devidamente discretizados obtém-se a equação de 
conservação da quantidade de movimento (Oliveira et al. (1998)):  
(3.33)         
6
1P
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     
 
      
onde k  depende do método de discretização temporal utilizado no termo da inércia. A 
expressão geral que define o coeficiente central Pa  é dada por: 
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       
Por sua vez, os coeficientes que contêm as contribuições dos volumes de controlo vizinhos 
Fa  são definidos pela soma: 
(3.35)       F F F
C Da a a         
onde F
Ca  constitui a parte convectiva e F
Da  a parte difusiva. Utilizando o esquema UDS para 
descrever os termos ,fˆiu , a contribuição convectiva do coeficiente ( F
Ca ) é definido por 
(Oliveira et al. (1998)): 
(3.36)     
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e a contribuição difusiva do coeficiente ( F
Da ) é definida por (Oliveira et al. (1998)): 









         
Finalmente, o termo fonte 
iu
S  é dado pelo somatório de todos os termos fonte 
consequentes da discretização individual dos termos da equação da quantidade de movimento 
(equações (3.27), (3.30), (3.31) e (3.32)), resultando na seguinte expressão: 
(3.38)    
(pressão) (difusivo ( tensão (difusão) (HRS)
 newtoniano)  não-newtoniana)
i i i i i iu u u u u u
S S S S S S         
onde a componente 
( )i HRSu
S  do termo fonte 
iu
S  surge da adição das contribuições extra 
introduzidas pelo esquema de alta resolução CUBISTA. Tal como referido anteriormente, a 
aplicação do esquema de alta resolução CUBISTA tem como objectivo aumentar a precisão do 
método de cálculo, aquando da determinação da velocidade convectada ,fˆiu  nas faces do 
volume de controlo. O esquema CUBISTA (Alves et al. (2003)) é implementado explicitamente 
pelo processo de correcção diferida (Khosla & Rubin (1974)), que consiste em determinar o 
valor de ,fˆiu  pelo esquema UDS e depois adicionar um termo correctivo ao termo fonte 
correspondente à contribuição do esquema CUBISTA. Desta forma 
( )i HRSu
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
   
       
Quando a solução converge, os termos obtidos através do esquema de 1ª ordem UDS são 
anulados. 
Após a aplicação do esquema CUBISTA, a equação da quantidade de movimento 
discretizada final é dada pela expressão seguinte: 
(3.40)          
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         
  
    
O cálculo das velocidades e dos caudais mássicos, que atravessam as faces do volume de 
controlo, faz-se aplicando o método de interpolação, desenvolvido por Issa & Oliveira (1994) 
baseado em Rhie & Chow (1983), à equação da quantidade de movimento discretizada. A 
interpolação é linear para todos os termos à excepção do termo do gradiente de pressão 
segundo a direcção f , que é avaliado como se fosse usada uma malha deslocada (Figura 3.4-
b). Detalhes da implementação deste método de interpolação são descritos no trabalho de 
Issa & Oliveira (1994). A expressão para o cálculo de velocidade na face f  é dada por (Issa & 
Oliveira (1994)): 
(3.41)   
         
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 
      
    
E a expressão para o cálculo do caudal mássico que atravessa a face f  é dada por (Issa & 
Oliveira (1994)): 
(3.42)   
   
           
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As variáveis com traço superior, nas Eq(3.41) e (3.42), são avaliadas na face f  entre o 




3.2.3. Equação constitutiva 
O procedimento adoptado na secção anterior para a integração da equação da quantidade 
de movimento, é usado também na integração da equação constitutiva geral dos modelos 
FENE, apresentada na forma diferencial pela Eq(3.14). Assim, a equação constitutiva será 
também integrada termo a termo, resultando na seguinte discretização: 
a) Termo E1 
O termo E1 da Eq(3.14) é integrado sobre num volume de controlo centrado em P  resulta 
na seguinte expressão: 




J dV V         
b) Termo de inércia 
O termo de inércia da Eq(3.14) é integrado utilizando o esquema de discretização 
temporal que, tal como para a discretização do termo inercial da equação da quantidade de 
movimento, poderá seguir um de dois métodos: o método de Euler implícito (para o caso 
estacionário) ou o método de três níveis no tempo (para o caso transiente). No caso de 
escoamento estacionário, é utilizado o esquema de discretização de Euler implícito e o termo 
de inércia toma a seguinte forma: 
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  é a componente da tensão no volume de controlo centrado em P  no tempo 




ij  representa a mesma variável no tempo de integração 
anterior ( n ). Por outro lado, caso o escoamento seja dependente do tempo, é utilizado o 
método dos três níveis no tempo, cuja expressão geral é dado pela Eq(3.20), e o termo de 
inércia passa a ser escrito como: 












ef ij ef ij ef ij ef ij
V
V
J dV k k k
t t
       
   
    
    
   
Os índices superiores  1n ,  n  e  1n  indicam os instantes de tempo futuro, actual e 
anterior respectivamente, PV  é o volume (constante) do volume de controlo centrado em P , 
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t  é o passo no tempo, ,Pij  é a componente da tensão no volume de controlo centrado em 
P  no tempo designado pelo índice superior.  
Da mesma forma, quando 0k   a Eq(3.45) reduz-se à equação dada pelo método de Euler, 
enquanto para 0.5k   obtém-se a expressão para o método 3NT. 
c) Termo convectivo 
A integração do termo convectivo da Eq(3.14) é semelhante à integração do termo 
convectivo da equação da quantidade de movimento. Neste caso, no entanto, a variável 
dependente é a tensão e o valor da tensão convectada ( ,îj f ) é obtido a partir das tensões no 
centro dos volumes de controlo vizinhos, com algum grau de upwind, e depende do esquema 
de interpolação utilizado. Tal como no caso para o cálculo da velocidade convectada ( ,fˆiu ), é 
utilizado o esquema de alta resolução CUBISTA, cuja contribuição é adicionada ao termo 
fonte da equação discretizada. Assim, a expressão discretizada do termo convectivo tem a 
forma:  







ˆBef lk k ij ef lk k ij f ef ij f
l l k fV l
u dV u F      
   
  
    
    
       
d) Termo D1 
O primeiro termo do lado direito da Eq(3.14) é integrado de forma explicita num volume 
de controlo centrado em P , e adicionado ao termo fonte 
ij
S  da equação constitutiva 
discretizada final. A integração deste termo resulta na expressão: 
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    
e) Termo D2 
O segundo termo do lado direito da Eq(3.14), resultante da derivada convectiva de 
Oldroyd, é calculado explicitamente e, por isso, é também adicionado ao termo fonte 
ij
S  da 
equação constitutiva discretizada final. Este termo resulta em: 
(3.48)    
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f) Termo D3 
Por último, o terceiro termo do lado direito da Eq(3.14), após discretização, é adicionado 
ao termo fonte 
ij
S  e resulta em: 
(3.49)   
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onde as variáveis com índice de barra superior são calculados por interpolação linear na face 
f  entre os volumes de controlo centrado em P  e vizinhos F . 
Equação constitutiva discretizada final 
Finalmente, agrupando todos os termos da equação constitutiva geral, discretizados 
anteriormente, resulta na equação algébrica linear de expressão geral dada por: 
(3.50)         
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,P P 1
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

     
 
     
onde o coeficiente central Pa

 apresenta maior complexidade, em relação ao coeficiente 
central Pa  da Eq(3.33), com a adição de um termo proveniente da integração do termo E1 da 
Eq(3.14), que promove a estabilidade, e é dado pela expressão geral seguinte: 












   

       
O coeficiente Fa

 é constituído apenas pelos efeitos convectivos, de acordo com a 
Eq(3.36), é definido como: 




         
Por último, o termo fonte 
ij
S , da Eq(3.50), é dado pela soma de todas as contribuição 
resultantes da integração dos termos D1, D2 e D3 das Eq(3.47), (3.48) e (3.49), 
respectivamente. Ao termo fonte 
ij
S  é ainda adicionada a contribuição devida à correcção 
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resultante do esquema de alta resolução CUBISTA, à semelhança do que foi feito na equação 
da quantidade de movimento. Assim, o termo fonte 
ij
S  é dado por: 
(3.53)    
 (termo D1) (termo D2) (termo D3) (HRS)ij ij ij ij ij
S S S S S              
Desta forma, a equação constitutiva discretizada (Eq(3.50)) é reescrita: 
(3.54)   
         
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   


   
Tal como para determinar a velocidade na face f  do volume de controlo ( ,fju ), para 
calcular a tensão nas faces ( ,fij ) é necessário aplicar um método de interpolação que garanta 
uma boa ligação entre a tensão na face do volume de controlo e as componentes da 
velocidade nos nós vizinhos, evitando o desacoplamento entre os campos de velocidade e 
tensão e, consequentemente, evitando instabilidades numéricas. Assim, é usado um 
procedimento semelhante ao método usado para o cálculo das velocidades nas faces dos 
volumes de controlo, para determinar as tensões nas faces do volume de controlo. O método 
de interpolação especial é baseado na ideia proposta por Rhie & Chow (1983), foi 
desenvolvido por Oliveira et al. (1998) e modificado por Oliveira & Pinho (1999) para 
aplicação em malhas não-ortogonais. A expressão final, para o cálculo da tensão nas faces f  
do volume de controlo ( ,fij ), obtida por Oliveira & Pinho (1999) é dada por:  
(3.55)        ,f ,fij ij fj i fi j fj i fi jf ff fb u b u b u b u                         
onde os coeficientes fib  e fib  são dados, respectivamente, por: 





























    
onde PBfi fiB a
   e   f f P PBfi fiB V a V  . 
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3.3. Algoritmo de solução 
As equações de governo discretizadas são resolvidas através de uma forma modificada do 
algoritmo iterativo SIMPLE-C (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations - 
Consistent) (Oliveira et al. (1998)). O algoritmo SIMPLE-C (Van Doormaal & Raithby (1984)) é, 
por si só, uma modificação do algoritmo SIMPLE original proposto por Patankar & Spalding 
(1972), que promove a ligação entre os campos de velocidade e pressão, através de um 
processo iterativo de correcção da pressão, satisfazendo assim a equação da conservação da 
massa em regime estacionário. A forma modificada do algoritmo SIMPLE-C proposta por Issa & 
Oliveira (1994) e, posteriormente, por Oliveira et al. (1998) permite que o algoritmo seja 
aplicado a cálculos não-estacionários com malhas colocadas (Figura 3.4-a) e para 
escoamentos viscoelásticos. Para isso, foram introduzidos dois passos no início da sequência 
do algoritmo para a resolução da equação constitutiva. O algoritmo implementado segue a 
sequência seguinte, para escoamentos não-estacionários viscoelásticos:  
1- Resolução da equação constitutiva 
O algoritmo inicia-se com a resolução da equação constitutiva discretizada (Eq(3.50)) de 
onde se obtém o valor das seis componentes da tensão. Introduzindo o termo 
     1,P P ,P ,P1 2
n n
ef ij ijV t k k  
   
 
 desta equação no termo fonte 
ij
S , a Eq(3.50) é então 
reescrita como, onde os termos com asterisco (* ) superior indicam uma solução intermédia e 
não a solução do problema: 
(3.57)      
6
* *
P ,P F ,F
F 1
ijij ij
a a S   

        
O sistema matricial da Eq(3.57) é resolvido através de um método iterativo do gradiente 
conjugado para a resolução de sistemas lineares (Meijerink & Van der Vorst (1977)) em ordem 
à tensão 
*
ij . A Eq(3.57) é implícita em relação a 
*
ij , e tanto os coeficientes como o termo 
fonte são obtidos a partir dos valores da velocidade e tensão para o nível iterativo anterior. 




  e avança-se para o tempo seguinte. Quando o valor do campo da tensão é obtido, 
é então calculada a tensão na face do volume de controlo ( ,fij ) a partir da Eq(3.55). 
2- Resolução da equação da quantidade de movimento 
Em seguida, a equação da quantidade de movimento discretizada (Eq(3.33)) é resolvida 
implicitamente para cada uma das componentes da velocidade 
*
iu  (que não indica a solução 
do problema, mas um valor intermédio do campo da velocidade), a partir dos valores das 
tensões estimados anteriormente, da seguinte forma: 
44 
 
(3.58)    
     
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onde o coeficiente central Pa  é dado pela Eq(3.34). 
O termo fonte 
iu
S  passa a ser representado por 
iu
S   que contém todas as contribuições do 
termo fonte dadas pela Eq(3.38) excepto os termos fonte do gradiente de pressão (
(pressão)iu
S ) e 




S ). O termo do gradiente de pressão é obtido a partir dos 
valores da pressão da iteração anterior *p  através do processo de correcção SIMPLE-C (Van 
Doormaal & Raithby (1984)) da pressão que decorre na etapa seguinte do algoritmo. Por sua 
vez, o termo do divergente da tensão é obtido a partir dos valores da tensão 
*
ij  determinado 
na etapa anterior do algoritmo, garantindo a ligação entre os campos de velocidade e tensão 
(Oliveira et al. (1998)). Quando o valor do campo de velocidade é obtido, são então 
calculadas as componentes da velocidade na face do volume de controlo ( ,fju ) a partir da 
Eq(3.41). O valor das componentes da velocidade nas faces do volume de controlo serão 
necessários para determinar os fluxos massivos intermédios ( *
fF ) através da Eq(3.42).  
3- Correcção dos campos de velocidade e pressão 
Dado que a velocidade 
*
iu  obtida na etapa anterior do algoritmo, em geral, não satisfaz 
localmente o balanço mássico, faz-se, então, uma correcção das componentes da velocidade 
para que a equação da continuidade seja satisfeita, através do cálculo de um novo campo de 
velocidades (
**
,Piu ) usando a equação seguinte: 





















      
onde a correcção da pressão é definida por ** *p p p    e é calculada pela expressão: 
(3.60)      
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 ). Na Eq(3.60) os coeficientes são dados por  
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onde a barra superior indica a média aritmética. Depois são actualizados o campo de pressão 
( ** *p p p  ) e as velocidades no centro dos volumes de controlo (através da Eq(3.59)). Por 
último, são calculados os fluxos mássicos nas faces dos volumes de controlo no novo tempo (
**
fF ): 
(3.61)      
6 6
*
P P F F f
F 1 F 1
Fp pa p a p
 
          
terminando o ciclo do algoritmo. 
Se, no final dos cálculos, o critério de convergência é satisfeito o processo iterativo 




i iu u  e 
** *p p  são tomados pelo novo nível 
iterativo e o ciclo volta ao início para a iteração seguinte, voltando à primeira etapa do 
algoritmo para a resolução da equação constitutiva (para obter o novo valor da tensão obtido 
a partir do valor determinado no ciclo iterativo anterior), e assim sucessivamente. O processo 
de cálculo é repetido tantas vezes quantas necessárias até atingir um valor residual. Em 
geral, para maior precisão iterativa foram admitidos neste trabalho resíduos na ordem de 
610 . Se o valor do resíduo é atingido, a convergência é atingida e o processo de cálculo 
termina, obtendo-se a solução do problema para o tempo pretendido. Para o tempo seguinte, 








  e 
 1 **np p

 . 
Finalmente, os sistemas de equações lineares são resolvidos pelo método do gradiente bi-
conjugado (Meijerink & Van der Vorst (1977)) até à convergência interior, excepto a equação 
da pressão que é resolvida pelo método do gradiente conjugado simétrico. Mais detalhes 
sobre o algoritmo de cálculo e a metodologia podem ser consultados nos trabalhos de Issa & 
Oliveira (1994) e Oliveira et al. (1998).  
 
3.4. Condições fronteira 
As condições fronteira definem os valores das variáveis dependentes, ou das suas 
derivadas, na fronteira do domínio de cálculo do problema e são essenciais na obtenção da 
solução. As condições fronteira implementadas têm base nos trabalhos Oliveira (1992), 
Oliveira et al. (1998), Alves (2004) e Miranda (2007), que poderão ser consultados para mais 
detalhes. 
1- Entrada 
Na entra do domínio de cálculo, especifica-se o valor das variáveis dependentes 
(velocidades e tensões), correspondendo a condições de fronteira do tipo Dirichlet. Desta 
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forma, para as componentes da velocidade pode ser imposto um perfil teórico, gradiente de 
velocidade uniforme ou pulsante. Para as componentes da tensão é imposto um perfil teórico 
do modelo constitutivo em condições de desenvolvimento completo. Para a pressão, tratando-
se de escoamentos incompressíveis, são impostas condições de fronteira de Neumann, em que 
os gradientes normais da pressão na fronteira são nulos. 
2- Parede 
As paredes do domínio são rígidas, impermeáveis e estacionárias. Impõe-se a condição de 
não deslizamento junto às paredes onde a velocidade local é nula. As componentes da tensão 
são obtidas de soluções analíticas aproximadas que assumem um escoamento local paralelo à 
parede designado por escoamento de Couette. Além disso, como as paredes são 
impermeáveis, os fluxos convectivos de todas as quantidades são nulos.  
3- Plano de simetria 
No caso de se considerar plano de simetria, considera-se que os fluxos convectivos e 
difusivos se anulam. Estas condições são aplicadas a todas as variáveis dependentes do 
problema, utilizando regras de reflexão adequadas e volumes de controlo simétricos fictícios, 
tal como descrito em Oliveira et al. (1998) e Alves (2004). No entanto, neste trabalho, não se 
impõe plano de simetria devido à possibilidade de ocorrência de escoamentos assimétricos no 
domínio de cálculo considerado. 
4- Condições iniciais 
Em escoamentos dependentes do tempo, é necessário conhecer o valor das variáveis 
iniciais ou de Cauchy no instante inicial 
0t . Em geral, as condições iniciais podem 
corresponder à situação do fluido em repouso ou a uma solução aproximada obtida em 
condições semelhantes.  
5- Saída 
À saída do domínio de cálculo, os valores das variáveis dependentes são desconhecidos. 
Por isso, impõem-se a condição de Neumann para as componentes da velocidade e tensão, 
definida por gradientes axiais nulos. Isto significa que o escoamento encontra-se localmente 
completamente desenvolvido. Para garantir o carácter completamente desenvolvido do 
escoamento à saída, o domínio de cálculo é prolongado, afastando a saída do local onde se 
pretende obter solução. Este afastamento da saída é também importante para evitar a 
propagação de erros numéricos. Para a pressão impõem-se um gradiente constante. 
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Capítulo 4.  
Escoamento em canal curvo – Introdução 
O escoamento de fluidos através de condutas curvas pode ser encontrado em inúmeras 
aplicações práticas desde a indústria à medicina. Os canais curvos são utilizados em vários 
processos da indústria química, de polímeros, moldes, tintas, cosmética e farmacêutica, 
engenharia ambiental, recuperação de calor, ar condicionado, refrigeração, bio-engenharia, 
etc. Mais recentemente, os canais curvos pode ser encontrados em aplicações de 
microfluídica e microreactores. Estas geometrias são preferencialmente utilizadas onde os 
fenómenos de transporte, nomeadamente, de mistura e de transferência de massa e/ou 
calor, ocorrem. Alguns dos inúmeros exemplos de aplicações reportados na literatura são 
listados na Tabela 4.1, e na Tabela 4.2, em particular, estão listadas algumas aplicações em 
microfluídica. Vashisth et al. (2008) apresentam uma revisão detalhada das aplicações de 
canais curvos em processos industriais. 
Os canais curvos são componentes essenciais e frequentes, e, por isso, surge um interesse 
particular sobre o escoamento neste tipo de geometria junto da comunidade científica. As 
revisões bibliográficas de Berger et al. (1983), Ito (1987) e Vashisth et al. (2008) constituem 
uma boa introdução ao tema. 
Thomson (1876, 1877), Williams et al. (1902), Grindley & Gibson (1908) e Eustice (1910, 
1911) são considerados pioneiros no estudo sobre escoamentos em curvas. Thomson (1876, 
1877) fez a primeira observação da complexidade dos escoamentos em curvas, neste caso em 
canal aberto. Apesar de o escoamento apresentar uma superfície livre, e por isso diferir em 
parte do escoamento em canais fechados, os efeitos da curvatura foram evidentes. Mais 
tarde, Williams et al. (1902) fizeram as primeiras observações em canais fechados de secção 
transversal circular, e verificaram que a posição da velocidade máxima axial se desloca na 
direcção da parede côncava da curva. Num conjunto de experiencias sobre a viscosidade do 
ar, Grindley & Gibson (1908) observaram os efeitos da curvatura sobre o escoamento, 
relativamente ao escoamento em canais rectos. Também comparando canais curvos com 
canais rectos, Eustice (1910) verificou experimentalmente que a resistência do escoamento 
(determinada em termos de perda de velocidade e pressão) aumenta com o aumento da 
curvatura e com o aumento do número de voltas de um canal helicoidal. 
O escoamento em curvas possui propriedades inerentes que, dependendo da aplicação, 
poderão ser desejadas ou não. Relativamente aos canais rectos, os escoamentos em curvas 
apresentam: maior queda de pressão (para um determinado caudal); elevada tensão de corte 
nas paredes; maior coeficiente de transferência de massa e calor; maior mistura na secção 
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Tabela 4.1- Aplicações práticas de canais curvos. 
Aplicação Referências 
Reactores químicos 
Koutsky & Adler (1964), Janssen (1976), Seader & 
Southwick (1981), Waiz et al. (2001), Aggarwal & Nigam 
(2001) 
Ultra, micro e nano-filtração 
Belford et al (1993), Moulin et a.l (1996), Elmaleh & 
Ghaffor (1996a), Elmaleh & Ghaffor (1996b), Gehlert et 
al. (1998), Guigui et al. (1998), Chung et al. (1993a, 
1993b, 1996, 1998), Kuakuvi et a.l (2000), Ghogomu et 
al. (2001), Liu et al. (2005), Winzeler & Belfort (1993) 
Permutadores de calor e sistemas de aquecimento/ 
arrefecimento 
Georgiev & Kovatchev (1974), Prasad et al. (1989), Mote 
et al. (1991), Inagaki et al. (1998), Rindt et al. (1998), 
Rindt et al. (1999), Acharya et al. (2001), Prabhanjan et 
al. (2002), Prabhanjan et al. (2004), Rennie & Raghavan 
(2005, 2006, 2007), Park et al. (2007), Naphon & 
Wongwises (2006), Guobing & Yufeng (2006), Gupta et 
al. (2007) 
Sistemas de evaporação e de produção de vapor Yi et al. (2003), Jo & Jhung (2008) 
Reactores e centrais nucleares Carelli et al. (2004), Cioncolini & Santini (2006a, 2006b) 
Unidades de separação por membrana de osmose 
inversa 
Srinivasan & Tien (1971), Nunge & Adams (1973), Moulin 
et al. (2001), Chung et al. (1993a, 1993b) 
Escoamento em meio poroso Nunge et al. (1972), Deiber & Schowalter (1981) 
Colunas de rectificação e de absorção Hameed & Muhammed (2003), José et al. (2003) 
Emulsificação e separação de proteínas Leclerc et al. (1987), Kaur & Agarwal (2002) 
Membranas de oxigenação 
Weissman & Mockros (1968), Dorson et al. (1968), Chang 
& Mockros (1971), Baurmeister et al. (1977), Chang & 
Tarbell (1985), Moulin et al. (1996) 
Vasos sanguíneos, cateteres, pulmões e respiração 
artificiais 
Horsfield et al. (1971), Gilroy et al. (1977), Lin & Tarbell 
(1980), Jayaraman & Tiwari (1982), Patel & Sirs (1983), 
Padmanabhan & Jayaraman (1984), Jain & Jayaraman 
(1990), Niimi et al. (1984), Eckmann & Grotberg (1987), 
Sharp et al. (1991), Krams et al. (1999), Zhang (2003), 
Guan & Martonen (2000), Torii et al. (2004), Pontrelli & 
Tatone (2006), Dash et al. (1999) 
Coluna de cromatografia 
Hofmann & Halász (1979, 1980), Halász (1979), Tijssen 
(1978, 1980) 
Mistura 
Leclerc et al. (1987), Jiang et al. (2004), Vanka et al. 
(2004) 
Pervaporação Schnabel et al. (1998) 
Pirólise de componentes aromáticos do carvão Bruinsma et al. (1988a, 1988b) 
Cultivo de células biológicas Hagedorn & Kargi (1990) 
Homogeneização térmica 
Mori & Nakiyama (1965, 1967a, 1967b), Akiyama & 
Cheng (1974a, 1974b), Kalb & Seader (1972, 1974), 
Zavadsky et al. (1985) 
Processamento de produtos alimentares 
Rennie & Raghavan (2005, 2006, 2007), Chakrabandhu & 
Singh (2006) 
Sistemas de refrigeração Wongwises & Polsongkram (2006a, 2006b) 
Concentradores de energia solar Fernández et al. (2003) 
(Adaptado de Vashisth et al. (2008)) 
Tabela 4.2- Aplicações práticas de canais curvos em nano e microfluídica. 
Aplicação Referências 
Micro-reactores1 Jiang et al. (2004) 
Equipamento analítico Nguyen & Wu (2005) 
Processos de separação 
Ookawara et al. (2006), Schönfeld & Hart (2003), 
Yamaguchi et al. (2004) 
Micro e nanofluidica Akbarinia & Behzadmehr (2007) 
Transferência e calor Lasbet et al. (2007) Choi & Anand (1993) 
Misturadoras laminares 
Choi & Anand (1993), Erbacher et al. (1999), Ehrfeld et 
al. (1999), Haverkamp et al. (1999), Bessot et al. (1999), 
Lin et al. (2007), Wua et al. (2007), Sudarsan & Ugaz 
(2006), Liu et al. (2000), Therriault et al. (2003), Hessel 
et al. (2005), Schönfeld & Hart (2003) 
1A escala de tempo de mistura em relação à escala de tempo da reacção tem um papel fundamental, uma vez que o 
processo de mistura tem de terminar antes que a reacção esteja completa. 
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transversal; tempo de residência das partículas de fluido mais elevado; e menor dispersão 
axial (Berger et al. (1983) e Vashisth et al. (2008)). Estas propriedades devem-se ao 
escoamento secundário, transversal ao escoamento principal, induzido por forças centrífugas 
geradas pela curvatura do canal e que os canais rectos não apresentam. Eustice (1911) foi o 
primeiro a visualizar experimentalmente a existência de escoamento secundário, através da 
injecção de tinta em água em diferentes canais curvos com formato em “U” e secção circular. 
Apesar de a análise ser apenas qualitativa, concluiu que os canais curvos seriam mais 
eficientes na transferência de calor devido ao movimento helicoidal do fluido. As observações 
de Eustice (1911) foram confirmadas analiticamente, pela primeira vez, por Dean (1927), 
através do método de perturbação. Contudo, a teoria de Dean (1927) aplica-se apenas a um 
número limitado de casos e falha em mostrar a dependência do escoamento com a curvatura 
do canal. Em 1928, Dean deduziu um parâmetro único K , que reflecte a dependência da 
redução do caudal com a curvatura do canal. Este parâmetro é definido como (Dean (1928a, 
1928b)): 









       
onde, d  é o diâmetro da secção transversal, R  o raio de curvatura do canal,   a viscosidade 
cinemática e 0U  é definido como uma constante com dimensões de velocidade, para um 
canal curvo genérico com secção circular. No entanto, o parâmetro K  foi obtido assumindo 
curvatura muito reduzida ( C d R  ), e só é válido em escoamentos a baixa velocidade, 
i.e., para 576K   (Dean (1928a, 1928b)). Posteriormente aos trabalhos de Dean, o 
parâmetro K  foi definido de diversas formas por diferentes autores e passou a ser designado 
por número de Dean ( Dn ). Van Dyke (1978) e Berger et al. (1983) apresentam uma 
compilação das relações entre as diferentes versões do número de Dean, algumas delas 
apresentadas na Tabela 4.3.  
Tabela 4.3- Relações entre o parâmetro de Dean (K) e as diferentes definições do número de Dean (Dn). 
Autor Expressão 
White (1929a)  
1 2
2Dn K  
McConalogue & Srivastava (1968) 1 24Dn K  
Adler (1934), Larrain & Bonilla (1970) 
1
576
Dn K  
Smith (1976a, 1976b) 
1
2
Dn K  
 
Desde os trabalhos de Dean, vários esforços têm sido realizados no sentido de caracterizar 
experimentalmente e prever teoricamente o escoamento através de curva. Mas, a 
complexidade do escoamento e a sua dependência não-linear em inúmeras variáveis, faz 
50 
 
deste tipo de escoamento um interessante e importante objecto de investigação, que se 
reflecte na quantidade de trabalhos desenvolvidos até aos dias de hoje. 
4.1. Escoamento secundário 
O escoamento secundário em canais curvos, também conhecido como escoamento de 
Dean, é induzido por um desequilíbrio de forças, como consequência de uma distribuição não-
uniforme da velocidade axial. A distribuição assimétrica da velocidade axial deve-se ao facto 
de o escoamento, ao entrar na curva, circular como num canal recto e ir de encontro à 
parede côncava da curva, deslocando a região de velocidade axial máxima para longe do 
centro, na direcção desta parede (Figura 4.1-a). Este comportamento é acentuado pela força 
centrífuga, que actua no sentido da parede exterior da curva. Em oposição à força centrífuga, 
surge um gradiente de pressão que actua no sentido do centro da secção transversal da curva. 
Para além destas forças, o escoamento é também influenciado pela força viscosa. O 
escoamento no centro da secção transversal não é influenciado, em grande medida, pela 
viscosidade, cujos efeitos estão confinados a uma camada fina junto às paredes do canal. 
Desta forma, o fluido localizado junto às paredes da curva move-se mais lentamente do que o 
fluido que se encontra mais afastado, devido à viscosidade e à condição de não-
escorregamento na parede (onde a velocidade é nula) (Singh (1974)). Como resultado da 
actuação destes gradientes, o fluido com maior velocidade (concentrado na região da parede 
exterior da curva) desloca-se ao longo das paredes laterais na direcção da região onde a 
velocidade do fluido é menor (junto à parede interior da curva). Enquanto o fluido de menor 
velocidade, por sua vez, é injectado ao longo do plano central para a região de maior 
velocidade (Cuming (1952), Bara et al. (1992)). Porque o fluido com maior velocidade é 
transportado continuamente no sentido da parede interior da curva, e o fluido com menor 
velocidade é transportado continuamente no sentido da parede exterior da curva, 
obedecendo à conservação da massa, é gerado um movimento tridimensional de trajectória 
helicoidal nas metades superior e inferior da secção transversal, ao longo da curva (Figura 
4.1-b). Este movimento tridimensional resulta num aumento da resistência do escoamento e 
na diminuição do fluxo através da curva (Cuming (1952)). 
Assim, o escoamento secundário é induzido pelo desequilíbrio entre as forças centrífugas e 
as forças de pressão, sendo ainda modulado pela interacção com as forças viscosas. O número 
de Dean (Dn) é a medida da magnitude destas forças, e é aqui definido como a razão entre a 
inércia e as forças centrífugas, para as forças viscosas (White (1929b), Bara et al. (1992)): 





        
onde Re Ud   é o número de Reynolds e cR R d  é a razão de curvatura, U  é a 
velocidade media, d é o comprimento do lado da secção transversal e R  é o raio médio de 
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curvatura do canal (nomenclatura segundo a Figura 4.7). O número de Dean ( Dn ) trata-se, 
na verdade, de um número de Reynolds modificado pela curvatura. 
 
 
Figura 4.1- Características do escoamento secundário: a) contornos e linhas de corrente da velocidade 
axial no plano central; e contornos da velocidade axial e campos de vectores da velocidade transversal, 
para padrão de escoamento com b) 1 par de vórtices e c) 2 pares de vórtices. 
A razão de curvatura ( cR ) tem um efeito directo no equilíbrio da inércia e na extensão da 
variação da força centrífuga na secção transversal. Por este motivo, a influência da razão de 
curvatura pode ser negligenciada apenas para curvaturas muito pouco acentuadas ( cR   
ou 0C  ). Já o número de Reynolds ( Re ) controla a inércia e os efeitos das forças viscosas. 
É a combinação destes efeitos que vai determinar a existência (ou não) e o padrão do 
escoamento secundário. Assim, para Dn  suficientemente pequeno, o escoamento 
newtoniano em canal curvo (dirigido por um gradiente de pressão na direcção axial) é 
puramente axial. Para Dn  mais elevado, além do escoamento axial principal, ocorre também 
escoamento transversal. Nestas circunstâncias, se Dn  for suficientemente baixo, o 
escoamento secundário consiste apenas num par de vórtices helicoidais de rotação contrária 
(também designados por vórtices principais), posicionados simetricamente na secção 
transversal em relação ao plano central (Figura 4.1-b). Mas, se Dn  for suficientemente 
elevado, ocorrem novos desequilíbrios no escoamento (Joseph et al. (1975)). Nesta situação, 
o gradiente de pressão radial ao longo da secção transversal do canal é positivo no sentido da 
parede interior da curva; mas, junto à parede exterior da curva, a força centrífuga diminui 
abruptamente desde o seu valor máximo até zero (Matsson & Alfredsson (1992)). Isto significa 
que o escoamento passa a ser estável junto à parede interior da curva e instável junto à 
parede exterior da curva. Nessa altura, e quando os efeitos viscosos deixam de conseguir 
equilibrar os efeitos centrífugos junto à parede exterior da curva, surge um par de vórtices 
adicional nesta região (Figura 4.1-c). O segundo par de vórtices foi observado pela primeira 


















vórtices é composto por vórtices simétricos, com dimensão mais reduzida e de rotação 
contrária, relativamente ao par de vórtices principal (Joseph et al. (1975), Bara et al. (1992), 
Mees et al. (1996a), entre outros). O aparecimento do novo par de vórtices vai deslocar o 
centro dos vórtices principais na direcção da parede interior da curva, e vai redistribuir a 
velocidade, obrigando a velocidade máxima axial a deslocar-se no sentido do centro da 
secção transversal. Outras consequências do aumento da complexidade do padrão de 
escoamento são a redução da magnitude máxima da velocidade axial, o aumento da 
intensidade do escoamento secundário, a redução considerável do fluxo ao longo da curva 
para um determinado diferencial de pressões e, consequentemente, aumento do factor de 
resistência do escoamento. Ainda que os dois pares de vórtices possam surgir pelo simples 
aumento da inércia, são de natureza diferente: enquanto o par de vórtices principal têm 
origem no desequilíbrio das forças centrífugas e viscosas devido à curvatura; os vórtices 
adicionais desenvolvem-se na parede côncava da curva e surgem a partir de um valor crítico 
de Dn . As instabilidades de Dean fazem parte do grupo das instabilidades centrífugas que 
incluem as instabilidades de Taylor-Couette e de Görtler (Fellouah et al. (2006a)). O sequente 
aumento de Dn  leva, posteriormente ao desenvolvimento de novos padrões de escoamento. 
Hille et al. (1985) e Ito (1987), por exemplo, verificaram que aumentando Dn , o par de 
vórtices adicional desaparece, e Mees et al. (1996a) mostraram que para 453Dn   um 
terceiro par de vórtices de contra-rotação surge junto à parede exterior da curva. 
Embora o aparecimento de um par de vórtices adicional tenha sido já provado em canais 
curvos com diferentes geometrias, não existe ainda concordância relativamente ao valor para 
qual ocorre a transição, nem quanto à estabilidade destes padrões de escoamento. Os 
diferentes métodos usados (numérico, teórico ou experimental), os parâmetros geométricos 
considerados (razão de curvatura, comprimento do canal, secção transversal, etc.), o tipo de 
fluido ou modelo usado, são as justificações mais óbvias para a discrepância. Mas os critérios 
de transição adoptados pelos diferentes autores, e que só raramente são iguais, estão entre 
as razões que também podem justificar a ausência de concordância. Joseph et al. (1975) e 
Cheng et al. (1976) mostraram que a transição ocorre para 107Dn   e 202Dn  , 
respectivamente, para curva com secção transversal quadrada e 100cR  . Ghia & Sokhey 
(1977) verificaram que para 55Dn   o escoamento desenvolve-se num padrão de dois 
vórtices, para 143Dn   ocorre a transição do padrão de escoamento para quatro-vórtices e 
assim permanece até 210Dn  . Sugiyama et al. (1983), através da visualização do 
escoamento, descreveram o desenvolvimento do escoamento secundário e mostraram a 
relação entre os parâmetros geométricos ( cR  e A ) e o Dn  de transição. Hille et al. (1985) 
estudaram numérica e experimentalmente o desenvolvimento do escoamento numa curva de 
180  com secção transversal quadrada e razão de curvatura 6.45 , e observaram um segundo 
par de vórtices para 344Dn  , no final da curva (entre 108  e 171 ). Outros valores de Dn 
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de transição para o segundo par de vórtices são apresentados na Figura 4.2 para diferentes 
autores e parâmetros geométricos.  
 
Autores Rc Dn 








Ghia & Sokhey (1977) 36 143 
Cheng et al. (1977, 
citado por Sugiyama et 
al. (1983)) 
5 117 
Humphrey et al. (1982) 3.35 485 





Hille et al. (1985) 6.45 344 
Duh & Shih (1989)  125 
Hwang & Chao (1991)  113.75 
Bara et al. (1992) 15.1 137 
Chen & Jan (1993) 10 133.9 






Norouzi & Biglari (2013) 10 135 
Figura 4.2- Dn de transição para padrão com par adicional de vórtices: tabela de valores do Dn de 
transição v.s. Rc, para curvas com secção transversal quadrada (A = 1); gráfico de variação do valor do 
Dn de transição v.s. razão de aspecto (A), para diferentes Rc (adaptado de Sugiyama et al. (1983)). 
Contudo, o aparecimento dos vórtices adicionais não está limitado a um valor único de Dn. 
Em vez disso, e dependendo das condições de escoamento assumidas, podem surgir múltiplas 
soluções numa gama de valores de Dn . Winters (1987) apresentou o primeiro estudo 
completo sobre soluções múltiplas e a sua estabilidade, dentro de uma gama de valores de 
Re . Revelou uma estrutura complexa de ramos de solução em função de Re , com várias 
regiões onde as soluções de 1 e 2 pares de vórtices coexistem, para o mesmo valor de Re . 
Mostrou também que o escoamento simétrico de dois pares de vórtices pode tornar-se 
instável para determinadas condições de escoamento. A análise foi feita para canais de 
curvatura pouco acentuada ( 50cR  ) e escoamento completamente desenvolvido. Desde o 
trabalho de Winters (1987), vários estudos foram realizados neste tema, acrescentando 
sempre maior complexidade à já complicada estrutura de soluções. 
O aumento da inércia para valores de Dn  muito elevados, não resulta numa transição 
abrupta de regime laminar para regime turbulento. Na verdade, o desenvolvimento do 
escoamento secundário tem um efeito estabilizador importante do escoamento em curvas, 
relativamente aos canais rectos. Devido à elevada estabilidade do escoamento em curvas, é 










Rc (R/d = 5), Sugiyama et al. (1983)
Rc (R/d = 6), Sugiyama et al. (1983)
Rc (R/d = 7), Sugiyama et al. (1983)
Rc (R/d = 8), Sugiyama et al. (1983)
Rc (R/d = 5), Cheng et al. (1977, citado por Sugiyama et al (1983))
Rc (R/d = 10), Norouzi & Biglari (2013)
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possível aumentar o Re  para valores muito superiores, sem que o escoamento atinja o 
regime turbulento. Esta característica dá origem a uma região de transição entre escoamento 
laminar e turbulento, onde se observam padrões de escoamento complexos com múltiplos 
vórtices, simétricos e assimétricos, e transientes.  
Para além dos efeitos de inércia e da geometria, outros parâmetros como as condições de 
entrada e o tipo de fluido são importantes na formação e desenvolvimento do escoamento 
secundário, e muitas vezes vão acrescentar complexidades e padrões de escoamentos difíceis 
de prever. Prova disso é, por exemplo, a ocorrência de escoamento secundário em 
escoamentos de fluidos perfeitamente invíscidos através canais curvos. Enquanto no 
escoamento de fluidos viscosos, o escoamento secundário é atribuído ao efeito do gradiente 
de pressão radial e à força centrífuga, no escoamento de fluidos perfeitamente invíscidos 
resulta da distribuição não-uniforme da velocidade à entrada da curva (Squire & Winter 
(1951), Hawthorne (1951)). De facto, o escoamento secundário pode ocorrer onde quer que 
haja escoamento através de canais curvos.  
4.1.1. Número de Reynolds crítico 
No escoamento em curvas, o fluido experimenta maior resistência ao passar através da 
curva do que em canal recto (Singh (1974)). Este aumento de resistência resulta numa 
diminuição do caudal e numa maior queda de pressão ao longo da curva. Consequentemente, 
o escoamento torna-se mais estável do que em canal recto, apresentando um número de 
Reynolds crítico ( críticoRe , é o número de Reynolds de transição do estado laminar para o 
estado turbulento) mais elevado (Soh & Berger (1984)). Enquanto o críticoRe  para um canal 
recto é de 2100 , num canal curvo, mesmo de curvatura reduzida, será maior num factor de 
dois ou mais, dependendo da geometria (Berger et al. (1983)). Este facto foi primeiramente 
confirmado por White (1929a), Taylor (1929) e Adler (1934). White (1929a) verificou que é 
necessário um Re  superior a 9000  para que o escoamento turbulento persista ao longo de 
um canal com razão de curvatura 15cR  , e mesmo para um canal com curvatura pouco 
acentuada ( 1 50C  ) o escoamento mantém-se não turbulento até = 6000Re . Para a mesma 
curvatura Adler (1934) reportou um 5620críticoRe  , e 4730críticoRe   e 3980  para as 
curvaturas 1 100C   e 1 200 , respectivamente. O gráfico da Figura 4.3 mostra a variação de 
críticoRe  com a curvatura, reportada por diferentes autores, ficando claro o aumento quase 
linear de críticoRe  com C , na escala logarítmica. Todavia, Taylor (1929) foi mais longe nas 
observações e mostrou, pela primeira vez, a existência de uma gama de valores de Re  onde 
o escoamento tem características variáveis (dependentes do tempo) sem que seja turbulento. 
Apresentou dois valores de Re  distintos: o críticoRe  máximo para o qual o escoamento é 
estacionário; e o críticoRe  mínimo para o qual o escoamento é completamente turbulento. 
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Assim, para razões de curvatura 18.7cR   e 31.9 , verificou um críticoRe  mínimo de 7100  e 
6350 , respectivamente. No entanto, o escoamento é estacionário apenas quando 5830Re   
e 6350Re   para a primeira e segunda curvatura, respectivamente. A curvatura tem, assim, 
um papel fundamental neste processo, que foi estudado por Cioncolini & Santini (2006a, 
2006b). Para curvatura acentuada ( 25R d  ) a transição de escoamento laminar para 
turbulento na curva é gradual, mas as curvaturas intermédias ( 25 150R d  ) são mais 
eficientes no retardamento da transição e, por isso, requerem maior Re  para que o 
escoamento atinja o estado turbulento, relativamente às curvas mais acentuadas. No caso de 
curvatura pouco acentuada ( 150R d  ) o retardamento ocorre apenas no início da curva e 
rapidamente transita para escoamento turbulento, sendo a transição tão rápida quanto menor 
o comprimento angular da curva. 
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Figura 4.3- Valores de Recrítico em função da curvatura do canal, apresentados por diferentes autores. 
O valor de críticoRe  em canais curvos, depende claramente da curvatura, onde se verifica 
um aumento do críticoRe  com o aumento de C . No entanto, esta relação não é linear na 
extensão total da curva (Sreenivasan & Strykowski (1983)). Para além da dependência de 
críticoRe  com cR , Sreenivasan & Strykowski (1983) verificaram que este valor é distinto para 
diferentes localizações na secção transversal e ao longo da curva. Isto é, é necessário maior 
Re  para que o escoamento se torne turbulento junto da parede interior do que na parede 
exterior da curva; e o críticoRe  aumenta ao longo do comprimento da curva até um valor 
constante (mais precisamente, 3 voltas completas através de canal helicoidal). Por este 
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motivo, os autores consideraram o críticoRe , numa determinada posição na curva, como sendo 
o valor em que a transição ocorre em toda a secção transversal dessa localização. O mesmo 
tipo de observações foi feito, mais tarde, por Webster & Humphrey (1993). Para 
5060 < < 6330Re  e 18.2cR  , Webster & Humphrey (1993) verificaram que o escoamento 
apresenta oscilações de baixa frequência na metade da secção transversal do canal junto à 
parede exterior da curva, enquanto na metade junto à parede interior da curva o escoamento 
permanece estacionário. O escoamento só passa a turbulento para 7590Re  . Estas 
oscilações tinham sido já visualizadas por Taylor (1929). Por este motivo, Webster & 
Humphrey (1993) defendem que no caso de canais curvos não se deve falar de um valor único 
de transição, mas de uma região de transição. Embora o críticoRe  exacto seja difícil de 
determinar, para escoamentos em canais curvos, vários autores propuseram equações de 
correlação para determinar este valor em função da razão de curvatura ( cR R d ). A Tabela 
4.4 resume algumas destas correlações propostas por diferentes autores. 
Tabela 4.4- Correlações propostas por diferentes autores para determinar o número de Reynolds crítico 
(Recrítico) de transição de escoamento laminar para escoamento turbulento em função da razão de 
curvatura. 
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A estabilização do escoamento, que é turbulento em canal recto, por efeito da curva 
designa-se por laminarização, e foi testemunhada primeiramente por Taylor (1929) e White 
(1929a). Durante a laminarização, ocorre, em primeiro lugar, a estabilização do escoamento 
turbulento junto da parede interior da curva (parede convexa e estabilizadora) e só depois, a 
uma distância a jusante na curva, ocorre a estabilização do escoamento junto da parede 
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exterior da curva (parede côncava e desestabilizadora) (Sreenivasan & Strykowski (1983)). Por 
este motivo, a laminarização pode ser parcial ou completa, dependendo das condições de 
escoamento. A capacidade de uma conduta curva laminarizar um escoamento de entrada 
turbulento diminui com o aumento de Re , i.e., no caso limite em que o Re  à entrada da 
curva excede o críticoRe  da curva, não ocorre laminarização, mas depende também da 
distância axial para ser efectiva. Em curvas com distância angular de 90 , por exemplo, a 
laminarização praticamente não ocorre (Kurokawa et al. (1998)). 
Ademais, a estabilização do escoamento prolonga-se para além da curva. Considerando 
que a seguir à secção curva do canal existe um canal recto de saída, apesar de o críticoRe  
diminuir novamente, quando o escoamento sai da curva, não diminui até ao esperado críticoRe  
para canal recto, mas sim para um críticoRe  superior. Este comportamento do escoamento 
deve-se à persistência do escoamento secundário mesmo depois de sair da curva, onde já não 
está sob o efeito directo desta. Contudo, o efeito do escoamento secundário vai-se 
desvanecendo até que, ao fim de uma determinada distância a jusante da saída da curva, o 
escoamento volta às características do escoamento em canal recto. 
4.1.2. Factor de atrito 
Em canais curvos, o escoamento sofre um aumento da perda da energia total por atrito 
junto às paredes, devido ao aumento da transferência de quantidade de movimento na secção 
transversal provocado pelo escoamento secundário nessa direcção. Assim, a variação da 
resistência do escoamento está estreitamente ligada às alterações do escoamento secundário 
(Nobari & Amani (2009)). Uma forma de expressar a resistência que o escoamento 
experimenta ao passar num canal é através do factor de atrito. No entanto, enquanto a 
expressão que define o factor de atrito para canais rectos ( sf ) é bem conhecida, para os 
casos laminar e turbulento, o mesmo não acontece no caso do factor de atrito para canais 
curvos ( cf ). De facto, não existe uma expressão única que englobe todas as possibilidades 
geométricas e condições de escoamento possíveis, e, por isso, existem inúmeras expressões, 
desenvolvidas por diferentes autores. Estas correlações são válidas apenas para geometrias 
particulares e em condições específicas de escoamento. Em alguns casos são aplicáveis a uma 
gama limitada de Dn  (por exemplo, Dean (1928a), Tarbell & Samuels (1973) e Topakoglu 
(1967)), noutros casos não têm em consideração o parâmetro geométrico tal como o passo dos 
canais helicoidais (por exemplo, White (1929a, 1929b), Adler (1934) e Schmidt (1967)), e 
muitas vezes não satisfazem a condição limite: quando Dn  tende para 0 , o cf  tende para 
sf .  
Na Tabela 4.5 são apresentadas algumas correlações e respectivas condições de 
aplicabilidade propostas por diferentes autores. Estas e outras correlações podem ser 
encontradas em Vashisth et al. (2008), Van Dyke (1978) e Manlapaz & Churchill (1980), que  
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Tabela 4.5- Correlações do factor de atrito, para escoamentos em regime laminar, apresentadas por 
diferentes autores. 
Autores Expressão Geometria Método Restrições 
Dean 
(1928b)    
2 4
2 21.03058 288 0.1195 288c sf f Dn Dn   Toroidal Analítico 
C  reduzido 










5.15, 50, 2050cR   
1c sf f   para 
11.6Dn   
Adler 








1021.5 1.56 logc sf f Dn Dn    Empírico 13.5 2000Dn   
 
0.2









  0.50.7716exp 3.553cf C Re
  Helicoidal Empírico 
2000 9000Re   
0.037 0.097C   
Barua 
(1963) 





 1 1 3.253c sf f Dn   Canal circular Teórico 13.5 2000Dn   
   
0.2
2 20.075 Re 0.2 1 0.112 Rec cf R C C

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Analítico baixo Dn  
Schmidt 
(1967) 
 0.3121 0.6440.971 0.14c sf f C Re







5.22c cf Re R

  Helicoidal Empírico 
0.0097 0.135C 
30 300Dn   
 
0.5
1.8c cf Re R

  Helicoidal Empírico 
0.0097 0.135C 
1 230 críticoDn Re C   
 
0.2
1.084c cf Re R

  Helicoidal Empírico 
0.0097 0.135C   




























 Toroidal Numérico 
20 500Dn   




0.38 0.1028c sf f Dn   Toroidal Numérico 96 5000Dn   
Van Dyke 
(1978) 
1 40.47136c sf f Dn  Toro Teórico 
30Dn   






101 0.033 logc sf f He   Helicoidal Empírico 1 3000He   
Dennis 
(1980) 
0.388 0.1015c sf f Dn   Toroidal Numérico elevado Dn  
Dennis & 
Ng(1982) 
4 2c sf f Re Dn  Toroidal Numérico 96 5000Dn   
Hart et al 












   
  
 Helicoidal  
0 críticoRe Re   
quando 0Dn  
cf f  








 onde b  é o passo; 3
críticoRe  é calculado pela equação dada por Srinivasan et al. (1968). 
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apresentam uma compilação das equações encontradas na literatura. Das correlações 
propostas (Tabela 4.5) existem dois tipos de correlações: as que são baseadas na razão c sf f  
e as que são baseadas em cf . Enquanto no primeiro caso só são válidas para valores de 
< 2100Re  (valor limite para escoamento laminar em canal recto), no segundo caso a 
correlação pode ser desenvolvida para toda a gama de Re . 
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Thangam & Hur (1990)
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Cheng et al (1976)
Ghia & Sokhey (1977)
Mori et al (1971)











Cheng et al (1976), A= 1
Cheng et al (1976), A= 5
Cheng et al (1976), A= 0.5









































Figura 4.4- Variação do factor de atrito com Dn: a) para canais curvos de secção quadrada; b) para 
canais curvos de secção rectangular com variação da razão de aspecto (A); c) para canais de secção 
circular com variação da razão de curvatura (Rc). Valores apresentados por diferentes autores.  
De uma forma geral, o crescimento do factor de atrito em canais curvos com Dn  é 
monótono (Figura 4.4). Isto é, quer o aumento da velocidade axial ( Dn , Figura 4.4) quer a 
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diminuição da razão de curvatura ( cR , Figura 4.4-c) leva a um aumento da intensidade do 
escoamento secundário e, consequentemente, ao aumento do atrito nas paredes do canal e à 
diminuição do caudal (Thangam & Hur (1990)). Já o aumenta da razão de aspecto ( A , Figura 
4.4-b) leva à diminuição do factor de atrito e ao aumento do caudal, uma vez que com o 
aumento de A  o efeito das paredes laterais sobre o escoamento diminui, enfraquecendo o 
escoamento secundário (Thangam & Hur (1990)). Os gráficos da Figura 4.4 mostram que, na 
realidade, o Dn  não é suficiente para caracterizar completamente todo e qualquer 
escoamento em curva. Na verdade, a razão de factores de atrito ( c sf f ) só é função de Dn  
para curvas pouco acentuadas ( cR  ), sendo, por isso, mais realista olhar para a variação 
de c sf f  como função de Re  e cR  separadamente. A variação do factor de atrito foi 
estudada experimentalmente por Grundmann (1985) e Hart et al. (1988), que desenvolveram 
um diagrama de variação do factor de atrito com o Re , para canais de paredes lisas com 
diferentes curvaturas, semelhante ao diagrama de Moody para canais rectos. 
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Figura 4.5- Correlações do factor de atrito para curvas com secção transversal rectangular, apresentadas 
por diferentes autores: tabela das expressões e respectivas restrições de aplicabilidade, e representação 
gráfica das correlações para A = 1. 
Na Figura 4.5 são ainda apresentadas algumas correlações de diferentes autores 
juntamente com a sua representação gráfica, para canais curvos de secção rectangular. De 
salientar que as correlações propostas por Hart et al. (1988) (na Tabela 4.5) e de Thangam & 
Hur (1990) (na Figura 4.5) levam correctamente ao limite 1c sf f   quando 0Dn  , para 
curvas com secção circular e rectangular, respectivamente. 
4.1.3. Escoamento completamente desenvolvido 
O escoamento é considerado completamente desenvolvido quando o campo de velocidades 
se mantém invariável ao longo do canal. Por este motivo, quando são considerados Dn  
intermédios e elevados, o escoamento completamente desenvolvido é estudado, na sua 
maioria, usando canais curvos toroidais ou helicoidais de passo (b ) reduzido. Apesar de a 










Cheng et al (1976)
Baylis (1971)
Cheng & Akiyama (1970)
Thangam & Hur (1990)
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como já referido, de Dn , da geometria e das condições de entrada, a estrutura do 
escoamento completamente desenvolvido é independente das condições de entrada, mas é 
sempre dependente de Dn  e da geometria. Quando Dn  é muito reduzido o escoamento 
secundário é reduzido, o perfil de velocidade axial não é afectado, e o factor de atrito é igual 
ao de um canal recto. Quando Dn  aumenta, o máximo da velocidade axial desloca-se na 
direcção da parede exterior e o factor de atrito torna-se maior que o de um canal recto para 
o mesmo Re . A estas alterações dos perfis de velocidade axial estão associadas a 
transformações significativas da estrutura do escoamento secundário. Tal como descrito 
anteriormente, a primeira alteração no escoamento secundário com o aumento de Dn  é o 
aparecimento de um par adicional de vórtices simétricos junto à parede exterior da curva 
(Baylis (1971), Cheng et al. (1976), Ghia & Sokhey (1977), Nandakumar & Masliyah (1982), 
Hille et al. (1985)). 
Em escoamento completamente desenvolvido, Masliyah (1980) e Dennis & Ng (1982) 
mostraram pela primeira vez que, a partir de um determinado Dn , a solução com 2 pares de 
vórtices simétricos não é única, para secção semi-circular e circular, respectivamente. 
Observaram que existe uma segunda família de soluções constituída por apenas 1 par de 
vórtices simétricos, para a mesma gama de Dn . A dualidade da solução do escoamento 
através de canal curvo foi confirmada por Winters (1987) para secção quadrada. Este padrão 
de escoamento de 2 pares de vórtices simétricos foi, durante muito tempo, descrito, não 
como um padrão instável mas, como um padrão estável característico do escoamento em 
curva. Contudo, Winters (1987), num trabalho de investigação de referência, pôs em causa a 
estabilidade da solução com dois pares de vórtices e apresentou o primeiro diagrama de 
bifurcação da solução do escoamento através de canal curvo com secção quadrada. Depois do 
trabalho de Winters (1987), vários autores estudaram o diagrama de bifurcação da solução em 
curvas e acrescentaram novos ramos de solução que dependem do tipo de perturbação 
aplicada. Alguns exemplos são as publicações de: Yanase & Nishiyama (1988), Yanase et al. 
(1989), Yanase et al. (2002), Haines et al. (2013), Wang & Yang (2004), Yanase et al. (2005a, 
2005b), Mondal & Alam (2007), Mondal et al. (2007a, 2007b, 2009a, 2009b), Mondal & Islam 
(2013), Mondal et al. (2013b, 2013d), Wang & Yang (2005), Wang & Liu (2007), Daskopoulos & 
Lenhoff (1990); admitindo diferentes perturbações, tais como, temperatura, Dn , rotação, A, 
d R , etc.  
Apesar de já terem sido observadas soluções múltiplas em escoamentos de canais curvos 
de diferentes secções, a existência destas soluções nem sempre é verificada. Antes de 
Winters (1987), Hille et al. (1985) tinham já tentado verificar a existência de bifurcação. 
Porém, Hille et al. (1985) não verificaram o fenómeno de bifurcação, e defenderam a 
estabilidade da solução de 4 vórtices obtida. Esta observação justifica-se com o facto de Hille 
et al. (1985) terem considerado escoamento em desenvolvimento e não escoamento 
completamente desenvolvido. Também Thangam & Hur (1990) observaram solução estável 
constituída por dois pares de vórtices, através de simulações dependentes do tempo 
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realizadas para uma gama de valores de 250 525Dn   e 3 10R d  , em que o 
escoamento tende no sentido da estrutura de quatro vórtices obtida em escoamento 
estacionário, para diferentes tipos de perturbações. No entanto, os resultados de Thangam & 
Hur (1990) não validam que a solução seja sempre estável, mas sim que a magnitude da 
perturbação para desestabilizar o escoamento é consideravelmente maior.  
A multiplicidade da solução do escoamento e a sua estabilidade são em parte responsáveis 
pela grande diferença entre os valores de factores de fricção, Dn  crítico, transferência de 
calor e massa, etc., reportados na literatura. 
4.2. Escoamento em curva de 180○ com secção 
transversal rectangular 
Este trabalho é dedicado ao escoamento em desenvolvimento de fluidos newtoniano e 
viscoelásticos através de curva de 180  com secção transversal rectangular, considerando 
diferentes condições de escoamento.  
Todos os escoamentos analisados são tridimensionais, isotérmicos e laminares, mas as 
condições específicas de escoamento serão sempre especificadas na introdução de cada 
problema. Os fluidos são incompressíveis e de propriedades constantes, e seguem a reologia 
de fluido newtoniano e, no caso viscoelástico, de fluido FENE-CR e FENE-P. Por se tratar de 
um estudo de natureza fundamental, todas as variáveis são adimensionais. 
São assumidas condições de não escorregamento nas paredes ( 0u v w   ) e é, em geral, 
imposto um perfil de velocidade de escoamento completamente desenvolvido à entrada, 
salvo alguma excepção devidamente referida. Para o modelo FENE-CR, uma vez que a 
viscosidade de corte é constante, o perfil de velocidade de escoamento completamente 
desenvolvido na entrada é o mesmo considerado para o caso Newtoniano, para o qual existe 
uma solução analítica bem conhecida. No caso FENE-P o perfil parabólico de entrada poderá 
ser consultado em Cruz et al. (2005) e Gerardo (2010), onde foi deduzido analiticamente 
aquando da implementação e validação do modelo FENE-P no programa de simulação aqui 
utilizado. Na saída, são impostas condições de gradientes axiais nulos para a pressão e para a 
velocidade. As simulações foram levadas a cabo considerando todo o domínio (não foram 
impostas condições de simetria), devido à possibilidade de ocorrerem escoamentos 
assimétricos (por exemplo, Mees et al. (1996a)).  
Em geral, as condições de escoamento são alteradas fazendo variar os números 
adimensionais relevantes, a geometria do canal e as condições de entrada. Os números 
adimensionais considerados são: o número de Reynolds ( Re ) para a inércia; o número de 
Weissenberg (Wi ) para a elasticidade e, os parâmetros dos modelos tipo FENE, a 
extensibilidade (
2L ) e o parâmetro de retardamento (  ). Consoante a pertinência, poderão 
ser considerados números adimensionais modificados, como por exemplo o número de 
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Weissenberg modificado ( modWi ) com  mod 1Wi Wi  , que relaciona o Wi  com o 
parâmetro de retardamento, de forma a tornar implícita a influência elástica de  . A 
geometria da curva é alterada fazendo variar a razão de curvatura (
cR ) e a razão de aspecto 
( A ). Já as condições de entrada são variadas alterando o perfil de escoamento de entrada. O 
escoamento, sob o efeito dos diferentes parâmetros e condições, será caracterizado ao longo 
do comprimento angular do canal e na secção transversal.  
Antes da análise do escoamento através de curva é importante referir que o sistema de 
coordenadas cartesianas ( , , )x y z  foi transformado de forma que o cálculo das variáveis 
(velocidade, tensão e pressão) acompanhasse a curvatura do canal.  
4.2.1. Transformação das coordenas cartesianas 
Se ao sistema cartesiano original ( , , )x y z  estiver associada uma rotação angular   em 
torno do eixo z , o sistema de coordenadas passa a ser definido como ( , , )x y z   , (Figura 4.6).  
 
Figura 4.6- Transformação das coordenadas cartesianas. 
Aplicando a transformação aos vectores unidade    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,  x y z x y z  tem-se, na forma 
matricial, que: 
(4.3)     
ˆ ˆcos sen 0
ˆ ˆsen cos 0
ˆ ˆ0 0 1
 
 
    
     
    




      
Pela notação tensorial os vectores unidade são representados por 
i ij je B e  , onde ijB  é 
dado por: 





















Sabendo que a matriz de mudança de base é definida pela operação inversa, 
i ij je B e , e 
sendo B  uma matriz ortogonal, isto é, 1 TB B B   , os vectores unidade passam a ser 
escritos como:  
(4.5)   
ˆ ˆcos -sen 0
ˆ ˆsen cos 0
ˆ ˆ0 0 1
 
 
    
     
    

















   
Considerando os vectores velocidade (U ) e posição ( r ): 
(4.6)   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆu v w u v w      x + y + z x + y + zU   e  ˆ ˆ ˆx y z x + y + zr     
são representados na forma tensorial, respectivamente, como: 
(4.7)    
k k l lu e u e  U    e  k k l lr e re  r       
Aplicando aos dois vectores as regras de mudança de base, apresentadas anteriormente, e 
aqui apresentada para o vector velocidade (U ): 
(4.8)     
k k k kj k j j j k kju e u B e u e u u B       U       
Sendo mais fácil usar 
j ij ju B u  , obtido através de j j ij j ij ij ju u B u B B u     , as 
componentes do vector velocidade são dadas por: 
(4.9)   
cos -sen 0 cos sen cos sen
sen cos 0 sen cos sen cos
0 0 1
u u v u u v
v u v w u v v u v
w w w w
     
     
        
                  
             
   
Fazendo a transformação inversa 
k k k k k kj ju e u e u B e     U , isto é i j jiu u B   ou i ij ju B u , 
obtém-se: 












        
Aplicando o mesmo procedimento ao vector posição ( r ), obtém-se: 
(4.11)     
cos sen
sen cos









       
A transformação de um tensor segue os mesmos princípios da transformação de vectores, 
descrita anteriormente, mas com a particularidade de ser mais elaborada. A transformação 
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de um tensor genérico (  ) é aqui necessária para proceder à transformação do tensor das 
tensões segundo as novas coordenadas. Assim, o tensor quantidade, que é invariante, pode 
ser expresso nos dois sistemas de coordenadas como: 
(4.12)      ij i j lm l me e e e             
Aplicando o raciocínio anterior ao tensor das tensões e assumindo que é simétrico (
ij ji 
), resulta nas seguintes expressões finais para cada componente da tensão: 




cos 2 sen cos sen
sen 2 sen cos cos
sen cos cos sen cos sen
cos sen
sen cos
xx xx yx yy
yy xx yx yy




       
       
         
    
    
 
     

    







    
No seguimento, as variáveis com pelica ( ' ), calculadas no sistema de referencial 
“rodado”, serão designadas com letra maiúscula. Isto é, ( , , ) ( , , )X Y Z x y z   , 
( , , ) ( , , )U V W u v w    e ( ) ( )ij ij    (com i  e j  igual a ,  e X Y Z ). Neste trabalho, o 
escoamento principal segue a direcção axial (segundo o plano ( ,X Y )) e é definido pela 
componente U  da velocidade. Por sua vez, o escoamento secundário desenvolve-se na 
direcção transversal (segundo o plano ( ,Y Z )) e é definido pelas componentes ( , )V W  da 
velocidade. 
A vorticidade ( ) é uma grandeza física que serve para quantificar a rotação de um 
elemento de fluido em escoamento, é definida pelo rotacional do campo da velocidade, e 
está estreitamente ligado às tensões tangenciais desenvolvidas. A vorticidade é um campo 
vectorial ( ) definido por: 
(4.14)      ( )  rot u u        
Em coordenadas cartesianas é dado por: 
(4.15)  
ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x y z
w v u w v u
x y z y z z x x y
u v w
  
            
             
            
x y z
x y z x y z    
onde os gradiente de velocidade são avaliados usando as regras de transformação diferencial 
utilizadas no código computacional, tal como descrito no Capítulo 3. 
Para o escoamento tridimensional em desenvolvimento considerado no presente trabalho 
não é possível definir a função corrente no plano da secção transversal, que indicaria 
66 
 
directamente a quantidade de escoamento secundário. Mas, em escoamentos como aquele 
gerado em curvas, é importante compreender e caracterizar as trajectórias helicoidais do 
fluido. Embora a vorticidade forneça alguma indicação sobre a rotação do campo da 
velocidade não é uma medida directa do movimento tridimensional do escoamento 
secundário. Uma forma prática de avaliar a intensidade do movimento helicoidal dos vórtices 
ao longo do canal é através da helicidade (H). A helicidade representa o fluxo de vorticidade 
e é definida pela seguinte expressão:  
(4.16)       H H =    u u u       
Sabendo que o produto entre dois vectores é um escalar a Eq(4.16) fica: 
(4.17)       , , , ,x y z x y z= u v w = u v w           u      
Pela definição dada pela Eq(4.16), a helicidade está relacionada com a componente da 
vorticidade alinhada com o escoamento, isto é, a vorticidade ao longo de um terceiro eixo 
(neste caso na direcção axial) que descreve o movimento helicoidal tridimensional. Por outras 
palavras, é a medida do movimento de “saca-rolhas” de um escoamento. Trata-se, portanto, 
de um parâmetro de interpretação topológica do escoamento, que também caracteriza a 
quiralidade deste. A quiralidade do escoamento é determinada pelo sinal da helicidade, que 
obedece à “regra da mão direita”: o movimento transversal na direcção axial do escoamento 
é positivo pela mão direita e negativo pela mão esquerda. 
Em curvas, o aparecimento de vórtices na secção transversal é tradicionalmente 
identificado experimentalmente pela visualização tediosa do escoamento ou numericamente 
por aproximação de tentativa e erro. A formulação generalizada é difícil porque o 
aparecimento dos vórtices de Dean são influenciados fortemente por efeitos inter-
dependentes da geometria do canal e das variáveis do escoamento. No entanto, Fellouah et 
al. (2006a) propuseram um critério para identificar a localização da geração dos vórtices 
adicionais usando o gradiente transversal da velocidade axial para identificar as instabilidades 
do escoamento. O critério falha na dependência da escolha do plano onde se calcula o 
gradiente, é adequado para casos 2D, mas não é aplicável em casos 3D. Além disso, a técnica 
assume apenas a mudança da velocidade axial na direcção radial, que por si só não está 
fisicamente conectada com a geração de vórtices secundários. Chandratilleke & Nadim (2012) 
propuseram outras técnicas para identificação dos vórtices secundários, em particular para 
escoamentos 3D. Apresentaram dois métodos diferentes: método da helicidade e o método do 
gradiente de pressão adverso da parede. No método da helicidade é considerado um valor de 
helicidade adimensional mínimo para demarcação dos contornos da helicidade e, assim, 
rastrear o aparecimento da instabilidade de Dean. É um método simples, mais eficaz e 
universalmente aplicável. Contudo, este método depende do valor mínimo de helicidade 
considerado. Os autores sugerem que assumindo o equivalente a 1H   é suficientemente 
preciso para detectar o aparecimento dos vórtices na secção transversal no seu estado mais 
67 
 
prematuro. O método do gradiente de pressão adverso da parede baseia-se na distribuição 
única da pressão ao longo da parede exterior da curva, em que a mudança de sinal do 
gradiente de pressão indica exactamente o aparecimento dos vórtices de Dean. A aplicação 
deste método, no entanto, depende da geometria da secção transversal e da razão de 
aspecto, porque depende da localização do desenvolvimento dos vórtices adicionais. 
A inexistência de um método único directo e preciso para determinar o aparecimento de 
vórtices no escoamento secundário leva a que, neste trabalho, sejam utilizados combinações 
dos métodos anteriores.  
4.2.2. Geometria e malha computacional 
A geometria considerada neste trabalho é representada genericamente na Figura 4.7 e a 
magnitude dos parâmetros geométricos (por exemplo, 
cR , A , . .c eX  e . .c sX ) é definida 
consoante o problema em questão. A geometria consiste num canal curvo de 180 , com raio 
interior 1R  e raio exterior 2R , acoplado a dois canais rectos, um à entrada e outro à saída, 
de comprimento 
. .c eX  e . .c sX , respectivamente. Os raios interior e exterior, definem o raio 
de curvatura médio dado por  1 2 2R R R  , definido pelo raio dado pelo plano médio. 
Considerando o canal curvo genérico de secção transversal rectangular (representado na 
Figura 4.7), a parede exterior da curva define a parede côncava (1 1Y  ) e a parede interior 
da curva define a parede convexa (1 0Y  ) da secção curva do canal, que se posicionam a 
uma distância d  (largura do canal) entre si. As paredes laterais superior ( max( )Z Z ) e 
inferior ( 0Z  ) unem as paredes interior e exterior da curva fechando o canal. A 
profundidade do canal, correspondente à terceira dimensão, é dada pela altura h . A razão 
de aspecto é definida por A h d  e caracteriza a secção transversal do canal. A secção 
transversal do canal tem largura fixa 1d   e altura h  é variável, modificando a razão de 
aspecto. Ao longo do trabalho, a secção transversal é, em geral, quadrada ( 1A  ), com 
excepção no Capítulo 10 onde é analisado o efeito da variação da razão de aspecto. A razão 
de curvatura é definida por cR R d  e a curvatura é dada pelo inverso, C d R , que 
tomam diferentes valores dependendo do problema. O plano médio é dado pela metade da 
distância entre as paredes interior e exterior ( 2d ), e o plano central ou de simetria pela 
metade da altura do canal ( 2h ). Em todo o texto, salvo quando referido, o lado direito 
das figuras dos planos transversais corresponde à parede exterior da curva, enquanto o lado 
esquerdo corresponde à parede interior da curva. O parâmetro   define a posição angular na 
curva, é dada em graus (  ) e varia de num intervalo  0 ,180    . 
A geometria e a nomenclatura utilizadas neste trabalho estão representadas na Figura 4.7. 
A malha computacional foi gerada por blocos. O canal é dividido em três blocos 
(representados por cores diferentes na Figura 4.7-a): Bloco I constitui o canal recto de 
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entrada, Bloco II a parte curva do canal e Bloco III o canal recto de saída. A malha é não-
uniforme ao longo do comprimento dos canais rectos de entrada e de saída, e uniforme ao 
longo da curva e da secção transversal em todo o comprimento do canal. As malhas 
consideradas nas simulações foram escolhidas depois de um estudo do refinamento da malha 
para cada uma dos problemas abordados, de forma a assegurar que os resultados não são 
afectados pelo refinamento desta. Nas características da malha, NCV é o número total de 
volumes de controlo no canal: NX , NY  e NZ  são o número de volumes de controlo nas 
direcções X , Y  e Z , respectivamente; e Xf , Yf  e Zf  são os factores de compressão (
1f  ) e expansão ( 1f  ) nas direcções X , Y  e Z , respectivamente, com 1f   para 
malha uniforme. As características das malhas são especificadas na introdução de cada 
problema abordado, tendo sempre em vista o melhor compromisso entre elevado rigor dos 
resultados numéricos e a menor exigência dos recursos computacionais. 
 
a)  
b)   c)  
Figura 4.7- Geometria e nomenclatura de canal curvo de secção rectangular: a) vista bidimensional e 
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Capítulo 5.  
Escoamento em desenvolvimento de 
fluido newtoniano, em curva de 180○ 
com secção transversal quadrada 
Dependendo do problema em estudo, o escoamento em curvas pode ser do tipo 
escoamento em desenvolvimento ou escoamento completamente desenvolvido. Apesar da 
importância dos dois tipos de problema, é mais fácil encontrar estudos na região 
completamente desenvolvida do que sobre escoamento em desenvolvimento. O escoamento 
em desenvolvimento, também designado por escoamento de entrada, pode ser 
completamente desenvolvido no tempo (estacionário) mas não atinge desenvolvimento 
completo no espaço. Isto é, caso o canal curvo se prolongasse na direcção axial (em 
comprimento angular) o perfil de velocidade na posição angular seguinte seria diferente do da 
posição angular anterior. De entre as inúmeras aplicações deste tipo de escoamento, destaca-
se o estudo do escoamento na artéria aorta1 ou na complexa rede de vasos sanguíneos onde as 
ramificações não apresentam escoamento completamente desenvolvido (Guan & Martonen 
(2000)). 
É na região de desenvolvimento do escoamento que o escoamento secundário tem origem 
e atinge a sua intensidade máxima. A jusante na curva, o escoamento secundário enfraquece 
assimptoticamente até que, eventualmente, se torna completamente desenvolvido quando a 
geometria e as condições de escoamento o permitem (Ito (1987), Nobari & Amani (2009)). A 
região de desenvolvimento tem, por isso, grande interesse prático, sendo importante, por 
exemplo, na determinação de: distância necessária para que o escoamento se torne 
completamente desenvolvido (comprimento/distância de entrada); contribuição da região de 
entrada para a queda de pressão global; distribuição da tensão de corte nas paredes; e 
compreensão do escoamento completamente desenvolvido para Dn  elevado. Hawthorne 
(1951) foi o primeiro a apresentar uma solução numérica para escoamento em 
desenvolvimento através de canal curvo com secção circular, enquanto Ghia & Sokhey (1977) 
foram os primeiros a apresentar para canais curvos de secção transversal quadrada. 
                                                 
1 Embora a aorta apresente uma estrutura mais complexa, pode ser representada, de uma forma simplista, por uma 
curva. Porque, na aorta, apenas uma fracção de 20%  do escoamento total vai para as ramificações do arco, o que 
não deve alterar significativamente o padrão do escoamento principal. E, embora as paredes da aorta sejam 
flexíveis, o diâmetro da estrutura não muda mais de 5%  durante o ciclo cardíaco e, por isso, podem considerar-se 
paredes rígidas. O escoamento pode ir até Re= 7800 (Choi et al. (1979)). 
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Vários autores exploraram a influência das condições de entrada no comprimento de 
desenvolvimento do escoamento com o objectivo de chegar a uma expressão analítica única 
que defina o comprimento de desenvolvimento em curvas. Singh (1974) mostrou que até uma 
distância ( 2)O d  da entrada, o desenvolvimento do escoamento é independe de Dn . Para 
Dn  reduzido, Singh (1974) verificou que a distância de desenvolvimento em curvas é da 
mesma ordem da distância de desenvolvimento para um canal recto, definido por ( 2)d Re . 
Este resultado foi verificado experimentalmente por Choi et al. (1979) e Talbot & Wong 
(1982). Singh (1974) propôs ainda que o escoamento transverso tem início para distâncias 
numa escala de  ( 2)O d R . Olson & Snyder (1985) verificaram experimentalmente este 
resultado, mas segundo Yao & Berger (1988) a solução analítica só é válida para 0.1d R   e 
para uma distância da entrada da curva igual ou inferior a 0.1 ( 2)d R . A jusante, onde os 
efeitos da força centrífuga se tornam tão importantes quanto os efeitos viscosos e inerciais, o 
desenvolvimento do escoamento passa a depender também de Dn . Austin & Seader (1974) e 
Ghia & Sokhey (1977) verificaram a dependência da distância de desenvolvimento com Dn  ao 
mostrarem que esta distância aumenta com o aumento de Dn . Fellouah et al. (2006a) 
mostraram que o aumento de A , ao reduzir o efeito das paredes laterais, diminui a distância 
axial de desenvolvimento. Nobari & Amani (2009) mostraram que para 1 7cR   o 
comprimento de desenvolvimento aumenta à medida que cR  diminui, enquanto para 1 7cR   
o comprimento de desenvolvimento depende apenas de Re .  
Existe na literatura algumas soluções propostas por vários autores para determinar o 
comprimento de entrada necessário para que o escoamento atinja o estado completamente 
desenvolvido. A Tabela 5.1 resume algumas dessas soluções, que de alguma forma relacionam 
os parâmetros geométricos e Dn . Apesar da complexidade das expressões propostas, 
comparativamente a canais rectos, em todos os casos o comprimento de entrada para um 
canal curvo é mais curto do que para um canal recto de secção circular correspondente, nas 
mesmas condições de escoamento (Singh (1974), Yao & Berger (1975), Agrawal et al. (1978) e 
Guan & Martonen (2000)). Ainda na Tabela 5.1, a expressão de Austin & Seader (1974) tem a 
particularidade de determinar o comprimento angular de desenvolvimento. Embora Agrawal 
et al. (1978) defendam que esta expressão só é aplicável nos casos em que o perfil de entrada 
é parabólico, dá uma ideia da magnitude da distância angular necessária. No entanto, a 
correlação apresenta fraca concordância quando comparada com alguns resultados 
experimentais (Figura 5.1). Outros autores determinaram o comprimento de desenvolvimento 
em casos particulares de escoamento: Hille et al. (1985), por exemplo, verificaram que para 
uma razão de curvatura 1 6.45cR  , uma curva de 180  não é suficiente para que o 
escoamento atinja desenvolvimento completo, considerando 226Dn = ; enquanto Bara et al. 
(1992), para 1 15.1cR   e 137Dn = , o comprimento angular de 180  é suficiente para que o 
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escoamento atinja desenvolvimento completo. Considerando um escoamento mais complexo, 
Liu & Masliyah (1994) estudaram o efeito da geometria no desenvolvimento térmico do 
escoamento em canal helicoidal e verificaram que a variação de Nu 2 é oscilante na região de 
desenvolvimento e o comprimento de desenvolvimento térmico depende de Pr 3 e de Dn , 
quando a torção e d R  do canal são negligenciáveis. Mas, quando os parâmetros geométricos 
não são negligenciáveis, o comprimento de desenvolvimento térmico aumenta com d R  e 
com a torção. 
Tabela 5.1- Expressões para determinar o comprimento de desenvolvimento do escoamento através de 
canal curvo.  
Autores Método Geometria Expressão Observações 
Singh(1974) Analítico Curva, circular  ( 2)d R  Para baixo Dn  
Austin & 
Seader (1974) 
Experimental Curva, circular  
1 3
49D cDn R   Distância em graus. 
Yao & Berger 
(1975) 
Analítico Curva, circular 
   1 2O dRDn O dReDn  
18c sl l e Dn  
1c cl e d Dn R  
Para elevado Dn ; 
onde 
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   Para 8A   e 10cR   
 
Na região de desenvolvimento, para Dn  suficientemente elevado, é também observado o 
aumento de complexidade do padrão de escoamento com o desenvolvimento de um ou mais 
pares de vórtices adicionais junto à parede exterior da curva (Ghia & Sokhey (1977), Hille et 
al. (1985), Soh (1988)). Hille et al. (1985) e Bara et al. (1992) verificaram experimentalmente 
o aparecimento de um par de vórtices adicional numa curva de 180  com secção quadrada. 
Numericamente, Ghia & Sokhey (1977) documentaram o mesmo acontecimento, enquanto Soh 
(1988) e Nobari & Amani (2009) verificaram o aparecimento de pelo menos um par de vórtices 
adicional. A par do surgimento de vórtices adicionais, verificaram uma diminuição local da 
velocidade axial junto à parede exterior da curva, sendo esta diminuição maior para vórtices 
em desenvolvimento do que para vórtices completamente desenvolvidos. Choi et al. (1979) 
                                                 
2 Número de Nusselt ( Nu ), define a razão entre a transferência de calor convectiva (inclui difusão e advecção) e 
condutiva, caracterizando a transferência de calor num escoamento. Quanto maior Nu , mais eficiente é a 
transferência de calor. 
3 Número de Prandtl ( Pr ), define a relação entre a difusão de quantidade de movimento e a difusão da quantidade 
de calor dentro do próprio fluido. Quando Pr  é reduzido, significa que o calor difunde-se mais facilmente, 
comparando com a velocidade. É característico de cada fluido. 
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sugeriram ainda que a variação da estrutura do escoamento em desenvolvimento é mais 
complexa que a estrutura do escoamento completamente desenvolvido. 
 













Bara et al. (1992), A= 1
Felloual et al. (2006), A= 1
Ghia & Sokhey (1977), A= 1
Felloual et al. (2006), A= 8
Austin & Seader (1974), circular, Rc= 10, correlação
 
Figura 5.1- Distância de desenvolvimento em canais curvos apresentada por diferentes autores, em 
escoamentos com perfil de entrada parabólico. (adaptado de Fellouah et al. (2006)). 
Bara et al. (1992) caracterizou como estável o escoamento secundário constituído por dois 
pares de vórtices, opondo-se às conclusões de Winters (1987), que caracteriza qualquer 
escoamento com dois pares de vórtices como instável. Embora as conclusões sejam 
contraditórias, são justificadas pelo facto de no primeiro caso se tratar de escoamento em 
desenvolvimento e de no segundo caso de escoamento completamente desenvolvido. Caso o 
problema de Bara et al. (1992) fosse prolongado para um canal de maior comprimento 
angular, o padrão do escoamento secundário iria, eventualmente alterar-se. Esse estudo foi 
mais tarde executado por Mees et al. (1996a), que estenderam o canal de Bara et al. (1992) 
acima dos 270  e verificaram que o padrão de escoamento com dois pares de vórtices se 
torna instável, e o par adicional de vórtices desaparece. 
A intensificação do escoamento secundário, verificada na região de desenvolvimento, tem 
como consequência o aumento significativo da tensão de corte transversal, em comparação 
com escoamento completamente desenvolvido. Na secção transversal, a tensão diminui para 
um valor mínimo junto à parede interior da curva e aumenta para um valor máximo junto à 
parede exterior da curva. Além disso, a tensão apresenta um desenvolvimento oscilatório, ao 
longo da curva, que tende para um valor constante à medida que o escoamento caminha para 
o desenvolvimento completo. Choi et al. (1979) e Humphrey et al. (1985) mostraram 
experimentalmente e numericamente estes resultados, respectivamente. Por outro lado, a 
tensão de deformação axial diminui abruptamente para um valor mínimo à entrada da curva, 
e em seguida aumenta ligeiramente ao longo da curva para um valor constante 
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correspondente ao valor para escoamento completamente desenvolvido, podendo verificar-se 
oscilações na sua variação para Dn  elevado (Soh & Berger (1984)). 
A intensificação do escoamento secundário leva ainda à distribuição assimétrica da pressão 
na secção transversal (sendo máxima junto à parede exterior da curva e mínima junto à 
parede interior da curva), e à diminuição da pressão ao longo da curva, sendo a queda de 
pressão na curva superior à verificada para canal recto equivalente. 
Nobari & Amani (2009) observaram que independentemente das condições de entrada, o 
valor máximo exibido, quer pelo factor de atrito quer pela transferência de calor, ocorre na 
região de entrada. Depois, este valor diminui até um valor constante, apresentando uma 
variação oscilatória no intervalo. Segundo Lin et al. (1997), estas oscilações aumentam com a 
diminuição de d R . Contudo, o aumento de Re  diminui as oscilações no desenvolvimento do 
factor de atrito, mas aumenta as oscilações da transferência de calor.  
Também na região de desenvolvimento, foram observadas instabilidades transientes 
localizadas. Para Dn  suficientemente elevado, Kluwick & Wohlfahrt (1986) verificaram 
experimentalmente a flutuação do escoamento secundário junto da parede exterior da curva, 
enquanto junto da parede interior da curva o escoamento permaneceram estacionário. Este 
resultado mostra que o estudo do escoamento em desenvolvimento é fundamental também na 
compreensão do escoamento na região de transição entre os regimes laminar e turbulento. 
O escoamento através de curvas de 90  (ou “cotovelos”) é um caso particular do 
escoamento em desenvolvimento. Dado o reduzido comprimento angular destas geometrias, 
só é possível obter desenvolvimento completamento para Dn  muito reduzido, apresentando 
por natureza escoamentos em desenvolvimento. Ito (1960) mostrou experimentalmente que, 
neste tipo de geometria, o desenvolvimento do escoamento não é função do ângulo da curva (
 ) mas da razão  d R . Para este tipo de geometria, as alterações no escoamento são 
mais abruptas do que para curvas de maior comprimento angular, no entanto, o 
desenvolvimento do escoamento segue a mesma tendência. 
 
O escoamento de fluidos newtonianos através de curvas é, sem dúvida, o mais estudado e 
podem ser encontrados inúmeros resultados experimentais, numéricos e analíticos publicados. 
A abordagem detalhada do escoamento de fluido newtoniano através de curva que se segue, 
tem como objectivos: primeiro, compreender melhor as alterações que ocorrem no 
escoamento e assim facilitar, posteriormente, a interpretação do escoamento viscoelástico 
através de curvas; segundo, comparar e validar a metodologia utilizada e os resultados 
numéricos obtidos.  
Assim, o primeiro problema a ser tratado neste trabalho é o do escoamento em 
desenvolvimento através da curva com geometria semelhante à geometria adoptada por Bara 
et al. (1992), Mees et al. (1996a), Boutabaa et al. (2009) e Fellouah et al. (2010). Como o 
escoamento em curva é fortemente dependente da geometria, a adopção da mesma 
geometria torna possível a comparação directa com resultados já publicados, e, assim, validar 
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a metodologia numérica utilizada. Neste capítulo é considerado apenas o modelo de fluido 
newtoniano e o efeito da variação da inércia é analisado detalhadamente. Assim, tanto o 
escoamento axial e transversal como a variação da distribuição das componentes da 
velocidade e da tensão, da pressão e do padrão do escoamento secundário são analisados com 
o aumento do número de Reynolds.  
Este capítulo é baseado no artigo Malheiro et al. (2013). 
5.1. Descrição do problema 
Considerando a geometria genérica ilustrada na Figura 4.7, admite-se que os canais de 
entrada e de saída têm comprimento . . . . 20c e c sX X  . A parte curva do canal é definida por 
1 14.6R   e 2 15.6R  , resultando numa razão de curvatura 15.1cR   ou 0.066C  . A 
secção transversal é quadrada, com razão de aspecto 1A  . O escoamento de fluido 
newtoniano sob o efeito da inércia é analisado detalhadamente, para as mesmas condições de 
escoamento consideradas nos trabalhos experimentais de Bara et al. (1992) e Mees et al. 
(1996a). Aqui, foi considerada uma gama alargada de números de Reynolds ( Re ), num 
intervalo definido por 100 2332Re  , para a qual são apresentados e discutidos os 
resultados. 
Tabela 5.2- Características das malhas computacionais. 
  NX NY NZ   Xf  Yf  Zf  NCV 
MESH 1 
Bloco I 30 20 20   0.95212 1.00000 1.00000 
88400 Bloco II 160 20 20   1.00000 1.00000 1.00000 
Bloco III 30 20 20   1.05029 1.00000 1.00000 
MESH 2 
Bloco I 30 20 20   0.91772 1.00000 1.00000 
152400 Bloco II 321 20 20   1.00000 1.00000 1.00000 
Bloco III 30 20 20   1.08965 1.00000 1.00000 
MESH 3 
Bloco I 30 30 30   0.95118 1.00000 1.00000 
198900 Bloco II 160 30 30   1.00000 1.00000 1.00000 
Bloco III 30 30 30   1.05133 1.00000 1.00000 
 
Para o estudo da malha foram admitidas três malhas diferente, cujas características são 
apresentados na Tabela 5.2, onde a MESH 3 é a malha mais fina e a MESH 1 é a malha mais 
grosseira. De forma a analisar o efeito do refinamento da malha, foram levadas a cabo 
simulações para o caso FENE-CR com = 583Re , 0.5Wi  , 
2 100L   e 0.5  , usando as 
diferentes malhas. A Figura 5.2 ilustra os perfis de velocidade axial em posições angulares 
diferentes ( = 0  , 30  e 150 ), e mostra que a diferença entre a MESH 2 e MESH 3 é quase 
inexistente, permitindo concluir que a MESH 2 apresenta um bom compromisso entre elevado 





















Figura 5.2- Comparação do refinamento da malha para o caso viscoelástico FENE-CR com Re = 583, 
 Wi = 0.50, L2 = 100, β = 0.50.  
5.2. Resultados 
Para validar o código de simulação utilizado, os resultados foram comparados com os 
resultados experimentais de Bara et al. (1992). Na Figura 5.3 são apresentados os perfis de 
velocidade axial extraídos do plano central da curva ( 0.5Z  ) em diferentes posições 
angulares ( ). As linhas representam os resultados numéricos simulados e os símbolos 
representam os resultados experimentais de Bara et al. (1992) para diferentes valores de 
Reynolds ( 486Re  , 532  e 583 ). Foi obtida boa concordância entre os resultados para 
todos os casos, validando o método numérico e confirmando a adequação da resolução da 
malha escolhida.  
5.2.1. Efeito da inércia 
Em escoamentos de fluido newtoniano através de curva, a inércia é, a par da geometria, o 
principal parâmetro a condicionar o desenvolvimento do escoamento. Quando o escoamento 
completamente desenvolvido (Figura 5.4) entra na curva, para inércia suficientemente 
elevada (por exemplo, para 100Re   na Figura 5.5), o escoamento é deslocado no sentido da 
parede côncava da curva. Este movimento do escoamento resulta, em primeira análise, no 
deslocamento da região de velocidade axial (U ) máxima também no sentido da parede 
exterior, logo no início da curva. A jusante, U  máximo é mantido nessa região da secção 
transversal por acção da força centrífuga gerada pela curvatura. A Figura 5.5 ilustra este 
movimento através dos gráficos de distribuição de U  na secção transversal, ao longo do 
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Figura 5.3- Comparação dos resultados numéricos obtidos (linha) com os resultados experimentais de 
Bara et al. (1992) (símbolos). Perfis de U, extraídos do plano Z = 0.50, ao longo do comprimento da 
curva: a) Re = 486 (Dn = 125); b) Re = 532 (Dn = 137); e c) Re = 583 (Dn = 150). 
Tal como descrito no Capítulo 4, quando a força centrífuga, gerada pelo efeito da 
curvatura e exercida no sentido da parede exterior da curva, é suficientemente elevada, faz 
deslocar o escoamento no sentido da parede exterior ao longo do plano transversal. A 
combinação da elevada força centrífuga, e do gradiente de pressão que actua em oposição, e 
a condição imposta de não-escorregamento nas paredes, constrange o movimento do fluido: 
primeiro na direcção das paredes laterais; e depois ao longo destas até à parede interior da 
curva. A continuidade obriga, então, que o fluido se desloque novamente no sentido da 
parede exterior da curva ao longo do plano central da secção. Desenvolve-se, assim, o 
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escoamento secundário perpendicular ao escoamento axial que consiste em dois vórtices 
simétricos de rotação contrária que ocupam toda a área da secção transversal (campos de 
vectores da Figura 5.5). Na secção transversal, o fluido de maior velocidade transversal 
circular ao longo das paredes superior e inferior, e ao longo do plano central. As regiões de 
maior e menor velocidade do escoamento secundário são identificadas pela distribuição da 
velocidade transversal (Ut ), representadas por contornos na Figura 5.5. A magnitude da 
velocidade transversal é dada pelas componentes V  e W  do vector velocidade nas direcções 
Y  e Z , respectivamente, através da expressão 
2 2Ut V W  . Os vórtices do escoamento 
secundário dão origem a zonas de estagnação onde a velocidade do escoamento transversal é 
0 . As zonas de estagnação correspondem aos centros dos vórtices e às zonas de separação 
(plano central junto da parede exterior da curva) e de convergência (plano central junto da 
parede interior da curva) do escoamento. O deslocamento do escoamento no sentido da 
parede exterior da curva, resulta ainda no aumento da tensão de corte ( XY ) nessa região, 
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Figura 5.4- Escoamento completamente desenvolvido à entrada da curva: a) perfis de velocidade 
extraídos da secção transversal; b) distribuição 2D de U. 
Variação das componentes da velocidade 
A redistribuição da velocidade axial na secção transversal, que depende 
consideravelmente da força inercial imposta, é tão mais complexa quanto maior for a 
magnitude desta força. Assim, no caso 100Re   ocorre apenas um ligeiro deslocamento do 
máximo de U  no sentido da parede exterior da curva (Figura 5.5, para 30   ). Esta 
alteração ocorre somente no início da curva, e mantém-se inalterada ao longo de toda a 
extensão da curva (Figura 5.5 e Figura 5.7). 
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Figura 5.5- Contornos da velocidade axial (U), da velocidade transversal (Ut) e da tensão de corte (τXY), e campos de vectores do escoamento secundário para Re = 100 em 
diferentes posições angulares (θ). 
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Figura 5.7- Perfis de velocidade axial (U) para 100 ≤ Re ≤ 2332, extraídos do plano Z = 0.50, para 
diferentes posições angulares (θ): a) θ = 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°; e) 150°; f) 180°. 
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Nos casos com maior inércia, a região de velocidade axial máxima sofre um deslocamento 
mais efectivo no sentido da parede exterior da curva, estende-se ao longo da parede exterior 
da curva e diminui significativamente em magnitude (Figura 5.6). As Figura 5.6 e Figura 5.7 
mostram que, independentemente do valor de Re  considerado, o deslocamento de U  no 
sentido da parede exterior da curva ocorre a uma distância angular 30    e, a jusante, U  
é redistribuído na secção transversal. Para 583Re   (Figura 5.6, para 486Re  ), a região de 
U  máximo permanece junto da parede exterior da curva sugerindo que o escoamento atinge 
o desenvolvimento completo. Esta observação é confirmado pelos perfis de U  da Figura 5.7, 
que não se alteram na segunda metade da curva ( 90   ). Para 583Re   (Figura 5.6), 
verifica-se nova deformação da região de velocidade axial máxima, que tende a dividir-se ao 
longo do plano 0.5Z   a partir de 60   . Este desenvolvimento resulta na diminuição 
significativa do valor máximo da velocidade axial e na difusão desta região na secção 
transversal (Figura 5.6). Nos casos particulares de 1000Re  , verifica-se ainda que, no início 
da curva ( 30   ), forma-se uma região de velocidade reduzida, na metade da secção 
transversal junto da parede interior da curva, que rapidamente se desvanece. 
A redistribuição da velocidade axial está patente na evolução dos perfis de velocidade do 
plano 0.5Z  , na Figura 5.7. Assim, na Figura 5.7-a observa-se que, no início da curva (
30   ), o máximo da velocidade axial é deslocado no sentido da parede exterior da curva 
para todos os valores de Re . No entanto, enquanto para 100Re   o deslocamento é ligeiro, 
para Re  mais elevado o deslocamento é considerável, e é tanto maior quanto mais elevado 
for Re . Como consequência, para 100Re   a velocidade axial diminui consideravelmente 
junto da parede interior da curva. Aos 60    (Figura 5.7-b), não se verificam alterações no 
perfil de U  para 100Re  , e assim permanece até ao final da curva. Contudo, para 
100Re   observa-se uma diminuição do máximo de U  e um ligeiro deslocamento deste no 
sentido do centro da secção transversal. Este comportamento é acentuado aos 90    
(Figura 5.7-c), e resulta no aumentando da magnitude de U  junto da parede interior da 
curva. O deslocamento do máximo de U  no sentido do centro da secção continua nas 
posições angulares seguintes. Na posição 90   , é mais significativo quando 2332Re  , 
mas o mesmo acontece para 1000Re   e 1760Re   aos 120    (Figura 5.7-d) e para 
583Re   aos 180    (Figura 5.7-f). Na segunda metade da curva, a redistribuição da 
velocidade axial exibe uma tendência em readquirir a distribuição inicial quando 583Re   
(Figura 5.7-d, -e, -f). Estes resultados são confirmados na Tabela 5.3, que apresenta 
quantitativamente a magnitude e a posição na secção transversal do pico máximo de U  em 
função de Re  e da posição angular ( ), referente aos perfis do plano central da Figura 5.7. 
Os resultados descritos acima estão qualitativamente de acordo com os resultados de, por 
exemplo, Austin & Seader (1974), Ghia & Sokhey (1977), Hille et al. (1985), Olson & Snyder 
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(1985), Soh (1988) e Boutabaa et al. (2009), e quantitativamente com os resultados de Bara et 
al. (1992) (ilustrado na Figura 5.3). 
Tabela 5.3- Magnitude e localização na secção transversal (1-Y) do máximo da velocidade axial (U), no 
plano Z = 0.50, em diferentes posições angulares (θ). Valores relativos à Figura 5.7. 
( )  30  60  90  120  150  180  
Re  U  1 Y  U  1 Y  U  1 Y  U  1 Y  U  1 Y  U  1 Y  
100 2.043 0.642 2.035 0.642 2.035 0.642 2.035 0.642 2.035 0.642 2.035 0.642 
486 1.846 0.829 1.666 0.731 1.718 0.755 1.714 0.780 1.718 0.780 1.718 0.780 
532 1.838 0.847 1.658 0.744 1.704 0.744 1.695 0.744 1.699 0.744 1.699 0.770 
583 1.844 0.853 1.656 0.731 1.694 0.731 1.661 0.707 1.617 0.658 1.540 0.585 
1000 1.919 0.877 1.717 0.779 1.642 0.731 1.431 0.560 1.418 0.487 1.439 0.536 
1760 1.950 0.877 1.767 0.828 1.632 0.828 1.417 0.609 1.363 0.512 1.399 0.512 
2323 1.941 0.877 1.763 0.828 1.505 0.731 1.314 0.512 1.368 0.488 1.397 0.536 
 
As alterações na distribuição de U  descritas anteriormente e ilustradas desde a Figura 5.5 
à Figura 5.7, devem-se ao desenvolvimento do escoamento secundário transversal 
representado por: campos de vectores nas Figura 5.9, Figura 5.12 e Figura 5.13; perfis da 
componente V  da velocidade, extraídos do plano 0.5Z  , na Figura 5.10; e contornos da 
magnitude de Ut  na Figura 5.11.  
 







    







    
Figura 5.8- Campos de vectores do escoamento secundário para Re = 486 e 532 para diferentes posições 
angulares (θ). (linhas a vermelho são linhas de corrente) 
Os campos de vectores da Figura 5.5 mostram que para 100Re  , aos 30  o escoamento 
secundário já está formado, e é constituído por um par de vórtices simétricos. Os perfis da 
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componente V , na Figura 5.10, têm forma aproximadamente “parabólica” e não sofrem 
alteração ao longo do comprimento da curva. Além disso, V  apresenta sinal negativo em todo 
o plano, indicando que o sentido do escoamento transversal ao longo do plano central ocorre 
no sentido da parede exterior da curva. 
Para 583Re  , onde não se verifica transferência de quantidade de movimento 
significativa de volta ao centro da secção (Figura 5.7), é de prever que o escoamento 
secundário seja constituído unicamente por um par de vórtices simétrico, tal como ilustrado 
na Figura 5.9 para 486Re  . Contudo, uma análise mais atenta indica o contrário. A Figura 
5.8 mostra a evolução dos campos de vectores do escoamento secundário, em diferentes 
posições angulares, para os casos 486Re   e 532Re  . Para 486Re  , as linhas de corrente 
assinalam regiões de reversão do escoamento secundário junto da parede exterior da curva. 
Esta reversão de escoamento é ligeira e surge aos 40  , mas desvanece-se para 80    e 
assim se mantém até ao final a curva. Já no caso 532Re  , a reversão é comparativamente 
mais intensa e aos 60    ocorre mesmo a formação de um par adicional de vórtices. Porém, 
este par de vórtices é muito reduzido e de fraca intensidade e tende a diminuir a jusante, de 
tal forma que não afecta a distribuição de U  ao longo do plano central (Figura 5.7). O 
aparecimento destas regiões de reversão de escoamento é revelado e confirmado pelos perfis 
de V  do plano central ilustrado na Figura 5.10. Comparativamente ao caso 100Re  , os 
perfis de V  para 486Re   e 532  (Figura 5.10), apresentam um pico de magnitude máxima 
absoluta mais reduzido e ligeiramente deslocado no sentido da parede interior da curva. A 
partir de 30   , o máximo de V  diminui consideravelmente e, na região  1 0.8,1.0Y  , 
V  muda de sinal e passa a positivo (Figura 5.10), assinalando a reversão do escoamento 
ilustrada na Figura 5.8. Estes resultados confirmam os resultados de Bara et al. (1992), que 
sugeriram 532Re   como o valor de transição do padrão de escoamento. Contudo, apesar de 
os resultados numéricos aqui obtidos apresentarem elevada concordância com os resultados 
experimentais de Bara et al. (1992) (Figura 5.3), relativos à variação da velocidade axial, os 
resultados numéricos de ambos os trabalhos falham em coincidir na intensidade dos vórtices 
adicionais. Aqui, os vórtices adicionais são muito reduzidos, de fraca intensidade e não 
persistem ao longo do comprimento da curva, mas no trabalho de Bara et al. (1992) surgem 
bem definidos nos campos de vectores. Esta diferença nos resultados numéricos podem ser 
facilmente justificadas pelo refinamento da malha. Enquanto Bara et al. (1992) utilizaram um 
total de 225 volumes de controlo na secção transversal, no presente trabalho foram utilizados 
quase duas vezes mais, num total de 400  volumes de controlo. 
Os contornos de Ut , na Figura 5.11, mostram que o escoamento secundário é 
particularmente intenso no início da curva ( 30   ) e ao longo das paredes laterais inferior e 



























      











































































Figura 5.10- Perfis da componente V da velocidade transversal para 100 ≤ Re ≤ 2332, extraídos do plano  
Z = 0.50, para diferentes posições angulares (θ): a) θ = 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°; e) 150°; f) 180°.  
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Contudo, a jusante, a intensidade da velocidade transversal máxima diminui e praticamente 
não sofre alterações ao longo do restante comprimento da curva, tal como verificado na 
distribuição de U  (Figura 5.6 para 486Re  ). Estes resultados confirmam a fraca 
intensidade da região de reversão do escoamento secundário observada na Figura 5.8 e 
sugerem o desenvolvimento completo do escoamento para 583Re  , tal como verificado por 
Bara et al. (1992). 
Para 583Re  , a região de reversão do escoamento secundário aumenta (Figura 5.11 e 
Figura 5.12 para 60   ) e rapidamente se desenvolve o segundo par de vórtices de rotação 
contrária, para equilibrar o efeito do aumento da força centrífuga, que continuadamente 
desloca o fluido no sentido da parede exterior da curva (Figura 5.12 para 60   ). Este par 
adicional de vórtices de maior intensidade vai empurrar a velocidade axial máxima no sentido 
do centro da secção transversal (Figura 5.7), provocando a divisão da região de U  máximo 
documentada na Figura 5.6. Para 583Re  , os vórtices adicionais desenvolvem-se aos 
60    e aumentam progressivamente de tamanho até ao final da curva (Figura 5.12). O 
desenvolvimento do segundo par de vórtices resulta também no aparecimento de um pico de 
V  com sinal positivo junto da parede exterior da curva (Figura 5.10). Este novo pico aumenta 
ao longo da curva de acordo com o aumento em tamanho e intensidade do segundo par de 
vórtices, de tal forma que, no final da curva (Figura 5.10-f), a magnitude absoluta de V  passa 
a ser maior junto da parede exterior da curva do que no centro e na parede interior da 
curval, no plano central. Estes resultados revelam que o segundo par de vórtices, embora seja 
de menor dimensão que o par de vórtices principal, pode atingir intensidade semelhante ou 
superior (Figura 5.10-e e Figura 5.10-f). Considerando os contornos de Ut  (na Figura 5.11 
para 583Re  ), surgem novas regiões de estagnação, correspondentes ao centro dos vórtices 
adicionais e à região de separação entre os dois pares de vórtices, e uma nova região de Ut  
máximo entre os dois vórtices adicionais.  
Para valores de Re  mais elevados ( 1000Re  ) a evolução dos padrões de 
desenvolvimento do escoamento secundário é, contudo, significativamente diferente (Figura 
5.9 e Figura 5.13). Comparando os campos de vectores para 583Re   (Figura 5.12) e 
1760Re   (Figura 5.13), verifica-se que as principais diferenças ocorrem na primeira metade 
da curva ( 90   ). Pela sequência de imagens das Figura 5.12 e Figura 5.13, observa-se que 
o escoamento secundário se desenvolve com elevada intensidade logo no início da curva (
10   ), com a formação de um par de vórtices, similares nos dois casos. No entanto, para 
20   , as diferenças entre os dois casos é notória. A elevada inércia no caso de 1760Re   
resulta no desenvolvimento de uma região tampão no centro da secção transversal, onde a 
velocidade transversal é consideravelmente reduzida (Figura 5.11 para 1000Re  ). Este 
comportamento está associado ao aumento da velocidade transversal junto da parede interior 











































       
Figura 5.11- Contornos da velocidade transversal (Ut) para 486 ≤ Re ≤ 2332 em diferentes posições angulares (θ).  
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10    20    30    40    50    60    
      
70    80    90    100    110    120    
      
130    140    150    160    170    180    
      
Figura 5.12- Campos de vectores do escoamento secundário para Re = 583 em diferentes posições angulares (θ).  
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10    20    30    40    50    60    
      
70    80    90    100    110    120    
      
130    140    150    160    170    180    
      
Figura 5.13- Campos de vectores do escoamento secundário para Re = 1760 em diferentes posições angulares (θ). 
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que resulta numa nova mudança na direcção de circulação do fluido nesta região. Como 
consequência, desenvolve-se um par de vórtices junto da parede interior da curva, em adição 
ao par de vórtices principal desenvolvido nas posições angulares anteriores (campos de 
vectores: Figura 5.9 para os casos 1000Re   e 2332 , e Figura 5.13 para o caso 1760Re  , 
na posição 30   ). Estes novos vórtices são simétricos em relação ao plano 0.5Z  . Para 
compensar os diferentes gradientes de velocidade na secção, a jusante desenvolve-se um 
terceiro par de vórtices fracos, na região do centro da secção transversal (Figura 5.13 para 
50   ). Entretanto, o par de vórtices junto da parede interior da curva aumenta de 
intensidade e, para 50   , aglutina os outros dois pares de vórtices resultando num 
escoamento secundário constituído por apenas um par de vórtices simétricos (Figura 5.13 
para 70   ). Soh (1988) observou estes resultados na primeira metade da curva ( 90   ) 
para 790Re   e 1 2.3d R  , assim como Mees et al. (1996), para geometria semelhante à 
geometria aqui utilizada.  
A jusante, desenvolve-se o par adicional de vórtices junto da parede exterior da curva 
(Figura 5.13 para 80   ). Este par adicional de vórtices, que se desenvolve da mesma forma 
que o par de vórtices adicional no caso de 583Re  , aumenta consideravelmente de 
tamanho e intensidade até ao final da curva (Figura 5.13).  
Para 2332Re   (Figura 5.9) o desenvolvimento do escoamento secundário é semelhante 
ao caso 1760Re   (Figura 5.13), mas com maior intensidade. A elevada inércia no 
escoamento com 2332Re  , resulta ainda na formação de múltiplos pares de vórtices 
simétricos, num total de cinco pares, tal com se pode verificar pelas linhas de corrente na 
Figura 5.14, para 60   . Este tipo de padrão, composto por múltiplos pares de vórtices, foi 
também obtido por Humphrey et al. (1977), Rosenfeld et al. (1991), Zang et al. (1994), 
Tamamidis et al. (1996) e Darus & Fatt (2008) em curvas de 90 , para além dos já referidos 
Soh (1988) e Mees et al. (1996a) em curva de 180 .  
 
 
Figura 5.14- Linhas de corrente do escoamento secundário para Re = 2332 aos θ = 60°. 
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A trajectória mais complexa do desenvolvimento do escoamento secundário para os casos 
onde 583Re  , é notória na distribuição da magnitude de Ut  na secção transversal (Figura 
5.11) e perfis da componente V  da velocidade (Figura 5.10). A distribuição de Ut  na secção 
transversal (Figura 5.11), mostra o desenvolvimento da região tampão no centro da secção 
transversal no início da curva, para 583Re  . Além disso, a magnitude máxima de Ut  
concentra-se junto das paredes laterais ao longo de toda a curva e nas regiões onde se 
desenvolve o segundo par de vórtices: junto da parede interior na primeira metade da curva; 
e junto da parede exterior na segunda metade da curva. Quanto aos perfis de velocidade V  
(Figura 5.10), observa-se o desenvolvimento de um pico no sentido negativo, junto da parede 
interior da curva para os casos 1000Re   (Figura 5.10-a), coincidente com o aparecimento 
do par de vórtices junto da parede interior da curva (Figura 5.9 para 1000Re   e 2332 , e 
Figura 5.13 para 1760Re  ). Nas posições angulares seguintes, V  diminui consideravelmente 
em todo o plano central (Figura 5.10-b e Figura 5.10-c), com o desenvolvimento e subtracção 
dos múltiplos pares de vórtices verificado entre 60 90     (Figura 5.9 para 1000Re   e 
2332 , e Figura 5.13 para 1760Re  ). A partir de 90    (desde a Figura 5.10-c à Figura 
5.10-f), desenvolve-se um novo pico junto da parede exterior da curva, que aumenta e se 
desloca ligeiramente no sentido do centro do canal, com o aparecimento e desenvolvimento 
dos vórtices adicionais nessa região.  
 


















Figura 5.15- Variação de Umax com Re ao longo do comprimento da curva. 
Em termos de variação de maxU  com Re  ao longo do comprimento da curva (Figura 5.15 e 
Tabela 5.4), no caso de 100Re  , onde não foram observadas grandes variações na 
distribuição de U , não se verificam grandes alterações também no valor de maxU . Ocorre 
apenas uma ligeira diminuição até 48  , e a jusante maxU  mantém-se constante e com valor 
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2.035 . Quando 583Re  , a partir de 20   a diminuição de maxU  é acentuada até um valor 
mínimo na posição 56  . A jusante, maxU  aumenta ligeiramente até 90 , e a partir desta 
posição angular é mantido um valor constante para os casos 486Re   e 532 , sugerindo o 
desenvolvimento completo tal como observado por Bara et al. (1992). No caso 583Re  , o 
aparecimento do par de vórtices adicional vai afectar maxU  diminuindo novamente o seu valor 
a partir de 100  . Todavia, esta diminuição só é significativa a partir de 150  , altura em 
que os vórtices adicionais são suficientemente grandes para afectar o valor de maxU , embora 
os vórtices adicionais se desenvolvam a montante desta posição (observado pelo aumento de 
V  no sentido positivo junto da parede exterior da curva, ilustrado a partir da Figura 5.10-c).  
Tabela 5.4- Valores de Umax em função de Re e da posição angular (θ), referente à Figura 5.15. 
 Re  
( )   100 486 532 583 1000 1760 2332 
0.6 2.080 2.081 2.081 2.081 2.082 2.084 2.084 
30 2.042 1.876 1.880 1.883 1.929 1.953 1.942 
48 2.035 ---- ---- ---- ---- ---- ---- 
56 ---- 1.708 ---- ---- ---- ---- ---- 
57 ---- ---- 1,698 1,688 ---- ---- ---- 
60 2.035 1.709 1.699 1.688 1.724 1.776 1.778 
90 2.035 1.745 1.740 1.731 1.687 1.671 1.684 
101 ---- ---- ---- 1,734 ---- ---- ---- 
120 2.035 1.745 1.740 1.729 1.640 1.611 1.526 
137 ---- ---- ---- ---- ---- ---- 1,490 
145 ---- ---- ---- ---- 1,554 ---- ---- 
149 ---- ---- ---- ---- ---- 1,512 ---- 
150 2.035 1.745 1.740 1.724 1.566 1.513 1.518 
180 2.035 1.745 1.740 1.722 1.625 1.579 1.564 
 
Para valores de Re  mais elevados ( 583Re  ), verifica-se igualmente uma diminuição de 
maxU , mas, ao contrário dos casos 583Re  , a diminuição não é abrupta e estendendo-se até 
149  e 136 , nos casos 1760Re   e 2332 , respectivamente (Tabela 5.4 e Figura 5.15). 
Depois de atingir um valor mínimo, maxU  volta a aumentar até ao final da curva. Também 
para os casos de Re  mais elevado, quanto maior Re , maior a diminuição de maxU . A 
variação de maxU  para 1000Re   é intermédia aos casos com Re  acima e abaixo deste 
valor: assemelha-se ao caso 583Re   na primeira metade da curva, mas assemelha-se ao 























Figura 5.16- Variação do tamanho dos vórtices adicionais (YVa) ao longo da curva para diferentes valores 
de Re. 
A Figura 5.16 apresenta a variação do tamanho dos vórtices adicionais ( VaY ), ao longo da 
curva, para diferentes valores de Re . O tamanho dos vórtices adicionais é determinado pela 
distância entre a parede exterior da curva e a região de estagnação formada pelos dois pares 
de vórtices, onde a velocidade transversal é 0V  , ao longo do plano 0.5Z   (tal como 
representado na Figura 5.16). A Figura 5.16 mostra que o par de vórtices adicional nunca 
surge antes dos 60 , para os valores de Re  simulados. Poderá, no entanto, surgir numa 
posição a jusante, dependendo de Re . De uma forma geral, o par de vórtices aumenta a 
jusante, mas no final da curva diminui ligeiramente para Re  elevado, em particular quando o 
par de vórtices transpõe o plano médio ( 0.5VaY  ). Para 1000Re  , VaY  é tanto maior 
quanto maior Re , qualquer que seja a posição angular. Para 1000Re   a variação não é tão 
linear: o par de vórtices pode surgir apenas na segunda metade da curva (por exemplo, para 
1760Re  ); ou podem apresentar tamanho mais reduzido do que aquele apresentado para 
Re  mais baixos, na mesma posição angular (por exemplo, para 1200Re   aos 60 ).  
Variação da tensão 
A distribuição da tensão de corte ( XY ) na secção transversal, que também é afectada 
pelo desenvolvimento do escoamento secundário, é em seguida caracterizada pelos perfis 
extraídos do plano central nas Figura 5.17 e Figura 5.19, e pelos contornos na secção 
























Figura 5.17- Distribuição da tensão de corte (τXY) ao longo do plano central Z = 0.50 em função de Re à 
entrada da curva (θ = 0°). 
À entrada da curva ( 0   ), XY  é simétrica, com máximos junto às paredes interior e 
exterior da curva (Figura 5.17 e Figura 5.18 para 0   ). Com o deslocamento da velocidade 
axial no sentido da parede exterior da curva por acção da força centrífuga, desenvolve-se 
uma região máxima de XY  nessa parede (Figura 5.18). Assim, enquanto para 100Re   
(Figura 5.5) se verifica um ligeiro aumento de XY  na parede exterior da curva, para Re  
mais elevado este aumento é superior (Figura 5.18). Além disso, a Figura 5.18 mostra que 
XY  apresenta a sua magnitude máxima no início da curva ( 30   ), e ocupa toda a parede 
exterior da curva, qualquer que seja o valor de Re , para 100Re  . A jusante, e de uma 
forma geral, XY  mantém o seu valor máximo junto da parede exterior da curva, embora de 
magnitude mais reduzida que inicialmente. Nos casos onde a inércia é mais elevada (Figura 
5.18 para 583Re  ) para além do que foi descrito acima, observa-se ainda, nas posições 
30   , um aumento da magnitude de XY  numa região bem definida próxima da parede 
interior da curva, correspondente à zona onde se desenvolvem os vórtices secundários 
documentados nas Figura 5.9 e Figura 5.13. A jusante, esta região desvanece-se na secção 
transversal, quando o padrão de escoamento secundário se desenvolve no sentido de apenas 
um par de vórtices. Na segunda metade da curva, quando o par adicional de vórtices se 
desenvolve junto da parede exterior da curva, a magnitude de XY  diminui na região do 
plano central. 
Analisando os perfis de XY  ao longo do plano 0.5Z   (Figura 5.19), verifica-se que, 
qualquer que seja o valor de Re , XY  é maior na parede exterior da curva 
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Figura 5.19- Perfis da tensão de corte (τXY) para 100 ≤ Re ≤ 2332, extraídos do plano Z = 0.50, para 
diferentes posições angulares: a) θ = 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°; e) 150°; f) 180°.  
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comparativamente à parede interior da curva. A tensão XY  exibe o seu valor máximo aos 
30  (Figura 5.19-a), em todos os casos apresentados, sendo tanto maior quanto mais elevado 
Re . A jusante, a magnitude de XY  junto da parede exterior da curva diminui. Junto à 
parede interior da curva, observa-se apenas um ligeiro aumento de XY  com o aumento de 
Re , mas a diferença é muito pouco significativa em todo o comprimento da curva. A partir 
de 90 , enquanto para 583Re   a distribuição de XY  no plano central mantém-se 
constante, para 583Re   surgem oscilações na distribuição de XY  resultantes do 
desenvolvimento dos vórtices adicionais. Estas observações vão de encontro às conclusões de 
Agrawal et al. (1978) e Choi et al. (1979) que identificaram a parede exterior da curva como a 
região de elevada tensão de corte, mas não coincidem com a associação desta região ao 
desenvolvimento do par adicional de vórtices. Uma vez que, no escoamento em 
desenvolvimento admitido, o valor máximo da tensão de corte ocorre à entrada da curva, a 
montante da posição de desenvolvimento do par adicional de vórtices. 
 






















Figura 5.20- Variação de (τXY) max com Re ao longo do comprimento da curva. 
Observando a variação da tensão de corte máxima ( max( )XY ) ao longo da curva, com o 
aumento de Re  (Figura 5.20), verifica-se um aumento considerável de max( )XY  na entrada, 
coincidente com a entrada do escoamento na curva que aumenta significativamente XY  na 
parede exterior da curva. Este comportamento é verificado para todos os valores de Re  
considerados excepto par 100Re  , onde o aumento de max( )XY  é muito reduzido (tal como 
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discutido acerca da Figura 5.5 e da Figura 5.19). O valor do pico máximo de max( )XY  é tanto 
maior quanto maior Re , mas surge aproximadamente na mesma localização 21    (Tabela 
5.5). Por exemplo, para 583Re   atinge um valor max( ) 25.265XY  , enquanto para 
2332Re   é igual a max( ) 33.247XY   (Tabela 5.5). A jusante, max( )XY  diminui em todos os 
casos, mas mais acentuadamente para 583Re  . Para 486Re   e 532 , é rapidamente 
atingido um valor de max( )XY  constante, mas no caso de 583Re   observa-se novo aumento 
na segunda metade da curva. Este aumento de max( )XY  coincide com a intensificação do par 
adicional de vórtices. Já para 583Re  , a diminuição é pouco acentuada e oscilante. As 
variações na diminuição de max( )XY  aumentam com Re , mas diminuem ao longo da curva. 
De uma forma geral, max( )XY  é maior com o aumento de Re  (Figura 5.20 e Tabela 5.5). 
Tabela 5.5- Posição angular de (τXY) max em função de Re, referente à Figura 5.20. 
= 486Re  = 583Re  = 2332Re  
( )   max( )XY  ( )   max( )XY  ( )   max( )XY  
0.6 8.337 0.6 8.325 0.6 8.285 
21 23.952 21 25.265 22 33.247 
30 20.300 30 21.084 30 31.092 
60 14.696 60 16.248 40 27.070 
90 14.664 75 16.093 60 26.709 
120 14.800 90 16.207 68 24.673 
150 14.800 120 17.032 85 28.088 
180 14.800 150 18.624 90 27.995 
---- ---- 180 20.625 120 24.527 
---- ---- ---- ---- 150 23.257 
---- ---- ---- ---- 180 23.884 
 
Variação da pressão 
A variação da pressão ( p ) na secção transversal é ilustrada qualitativamente na Figura 
5.21. A sucessão de contornos da Figura 5.21 mostra que, na curva, a região de maior pressão 
ocorre sempre junto da parede exterior da curva. A magnitude de p  na região máxima tende 
a diminuir ao longo da curva, em particular em torno do plano central, com o 
desenvolvimento do par adicional de vórtices. Estes resultados estão qualitativamente de 
acordo com os contornos apresentados por Liao & Jen (2008), para uma curva de secção 
quadrada com 0.05d R  .  
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 486Re   583Re   1000Re   
30    
   
60    
   
90    
   
120    
   
150    
   
180    
   
Figura 5.21- Distribuição da pressão (p) na secção transversal. Contornos de p para 486 ≤ Re ≤ 1000 em 
diferentes posições angulares (θ). (NOTA: A região a vermelho, localizada na parede exterior, representa valores 
elevados, a região azul escura, localizada na parede interior, representa valores reduzidos.)  
A variação do gradiente de pressão transversal ( dp dY ) com o aumento da inércia, ao 
longo do plano 0.5Z   e para diferentes posições angulares, é ilustrada nas Figura 5.22 e 
Figura 5.23. À entrada da curva (Figura 5.22), dp dY  é tanto maior quanto mais elevado Re
, e o seu máximo localiza-se no centro, onde a velocidade axial é máxima e não existe ainda 
escoamento secundário, qualquer que seja o valor de Re . Isto é, a Figura 5.22 apresenta 
uma distribuição de dp dY  típica de escoamento em canal recto. A jusante (Figura 5.23), a 
distribuição de dp dY  vai depender significativamente do escoamento secundário 
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desenvolvido, isto é, de Re  e de  . Quando as forças centrífugas são suficientemente fortes 
para deslocar o escoamento no sentido da parede exterior da curva, a pressão aumenta 
consideravelmente nessa região, e dp dY  passa a ser superior junto dessa parede. Por esse 
motivo, quando 100Re   quase não ocorrem alterações na distribuição de dp dY , enquanto 
para 100Re   o perfil altera-se significativamente (Figura 5.23). Em todos os casos 
considerados, dp dY  apresenta o seu valor máximo na posição angular 30  (Figura 5.23-a), 
onde o deslocamento da região de velocidade axial máxima é maior, e diminui a jusante. Para 
100 532Re  , a distribuição de dp dY  mantém-se constante na segunda metade da curva 
(Figura 5.23), com o máximo do perfil a manter-se junto da parede exterior da curva. 
 




















Figura 5.22- Distribuição do gradiente transversal da pressão (dp/dY) ao longo do plano central Z = 0.50 
em função de Re, à entrada da curva (θ = 0°). 
Para valores de Re  mais elevados ( 583Re  ) os perfis de dp dY  no plano 0.5Z   são 
consideravelmente diferentes, logo desde o início da curva. Na posição angular 30    
(Figura 5.23-a), dp dY  apresenta três picos máximos, onde o de maior magnitude localiza-se 
junto da parede exterior da curva, e o de menor magnitude junto da parede interior da 
curva. Estes picos devem-se ao desenvolvimento de diferentes gradientes de velocidade ao 
longo da secção transversal, como consequência da formação dos diferentes pares de vórtices 
(Figura 5.9, Figura 5.13 e Figura 5.11). Com a simplificação do padrão de escoamento 
registado a jusante ( 60  , Figura 5.9 e Figura 5.13), a distribuição de dp dY  passa a ser 
mais uniforme junto da parede interior da curva, mantendo um pico junto da parede exterior 
(Figura 5.23-b). Nas posições angulares seguintes ( 60   ,Figura 5.23), para compensar o 
gradiente de pressão local elevado na parede exterior da curva, surge então o par adicional 




















































































































Figura 5.23- Variação da distribuição do gradiente transversal da pressão (dp/dY), ao longo do plano Z = 
0.50, com Re, em diferentes posições angulares: a) θ = 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°; e) 150°; f) 180°. 
O aparecimento e intensificação do par de vórtices adicional vai, em primeiro lugar, 
deslocar o pico máximo de dp dY  no sentido do centro da secção e, posteriormente, formar 
um novo máximo de dp dY  na parede exterior da curva. Este comportamento ocorre tão 
mais a montante quanto maior Re : para 2332Re   ocorre 90    (Figura 5.23-c); para 
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1000Re   e 1760  ocorre 120    (Figura 5.23-d); e para 583Re   apenas no final da cuva 
(Figura 5.23-f). Quando 583Re  , apesar dos vórtices adicionais surgirem numa posição a 
montante, o seu tamanho e intensidade não são suficientes para produzir efeito na 
distribuição da pressão de imediato, tal como acontece para valores de Re  mais elevados. 
5.3. Conclusões 
O desenvolvimento do escoamento de fluido newtoniano através de curva depende 
consideravelmente do valor da inércia, contudo, o escoamento apresenta características 
comuns. Ao entrar na curva, o escoamento é deslocado no sentido da parede exterior da 
curva, tendo como consequências: diminuição da magnitude da velocidade axial máxima e 
deslocamento desta região no sentido da parede exterior da curva; desenvolvimento de 
escoamento transversal, com circulação no sentido da parede exterior da curva ao longo do 
plano central; e aumento da tensão de corte e da pressão na parede exterior da curva. O 
escoamento secundário é constituído por um par de vórtices, e o escoamento atinge o 
desenvolvimento completo no comprimento angular admitido.  
Quando a inércia é suficientemente elevada surge um par adicional de vórtices junto da 
parede exterior da curva que, nesta geometria ( 15.1cR   e 1A  ), ocorre pela primeira vez 
para 532Re  , mas não persiste até ao final da curva, enquanto para 583Re   persiste. O 
desenvolvimento do par adicional de vórtices resulta: diminuição da magnitude da velocidade 
axial máxima e deslocamento desta região no sentido do centro da secção transversal; 
aumento da velocidade transversal e do gradiente transversal da pressão junto da parede 
exterior; e ligeira diminuição da tensão de corte na parede exterior da curva. Para 583Re   
o escoamento não atinge o desenvolvimento completo. 
Para inércia elevada, na primeira metade da curva, surge um par de vórtices junto à 
parede interior da curva resultando: na diminuição da velocidade axial e aumento da 
velocidade transversal junto da parede interior da curva; no ligeiro aumento da tensão de 
corte e diminuição do gradiente transversal de pressão na mesma região; e no aparecimento 
de múltiplos pares de vórtices na secção. Porém, no final da curva, o padrão de escoamento 
secundário com um par adicional de vórtices na parede exterior da curva é obtido. 
O par adicional de vórtices é observado a partir da posição 60   , podendo ocorrer a 
jusante, mas não a montante. De uma forma geral, estes vórtices aumentam em tamanho e 
intensidade com o aumento da inércia e ao longo da curva. 
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Capítulo 6.  
Escoamento em desenvolvimento de 
fluido viscoelástico, em curva de 180○ 
com secção transversal quadrada 
O escoamento de fluidos newtonianos em curvas é, sem dúvida, o tipo de escoamento que 
melhor se conhece. Desde o seu desenvolvimento, aos efeitos da variação da inércia, da 
geometria, das condições de entrada, etc., muitos estudos, quer numéricos, analíticos ou 
experimentais, têm sido publicados sobre o tema. A importância do estudo do escoamento de 
fluidos newtonianos em curvas deve-se à sua vasta aplicação prática. No entanto, existem 
fluidos que apresentam características e comportamentos mais complexos que os fluidos 
newtonianos. Por isso, os resultados e conclusões obtidos para fluidos newtonianos não são 
aplicáveis aos fluidos não-newtonianos. Dada a variedade de características e 
comportamentos que os fluidos não-newtonianos podem apresentar, ainda pouco se sabe 
relativamente ao seu escoamento em curvas. Contudo, ao acrescentar uma fonte adicional de 
não-linearidade às equações de governo do escoamento, é de prever que a complexidade do 
escoamento em curvas seja maior.  
O escoamento completamente desenvolvido de fluido newtoniano em canal recto é sempre 
rectilíneo. Por isso, quando o escoamento ocorre numa curva, o desenvolvimento de 
escoamento secundário, transversal ao escoamento principal, deve-se principalmente à 
geometria (i.e., à força centrífuga gerada pela curva). Este facto justifica, por exemplo, a 
ocorrência de escoamento secundário para fluidos newtonianos em canais curvos, 
independentemente da forma da secção transversal. Porém, o escoamento de fluido não-
newtoniano em canal recto de secção não-circular, não é rectilíneo. Para secção transversal 
quadrada (Ericksen (1956)) e elíptica (Green & Rivlin (1956)), por exemplo, surge um 
escoamento secundário com quatro pares de vórtices, visualizado experimentalmente em, por 
exemplo, Dodson et al. (1974) e Debbaut et al. (1997). Este escoamento secundário é 
atribuído aos efeitos das diferenças de tensões normais que existem nos escoamentos de 
fluidos não-newtonianos viscoelásticos. Por este motivo, para além dos efeitos de inércia e da 
geometria, o escoamento de fluidos não-newtonianos em canais curvos sofrem ainda os 
efeitos de parâmetros viscoelásticos que irão favorecer e/ou contrariar o desenvolvimento do 
escoamento secundário. Assim, enquanto no caso newtoniano a geração de instabilidades 
secundárias só ocorre em escoamentos inerciais, devido à força centrífuga resultante da curva 
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do canal, no caso não-newtoniano podem ocorrer em curvas mesmo em escoamentos sem 
inércia.  
As investigações sobre escoamentos de fluidos não-newtonianos em canais curvos, de uma 
forma geral, chegam à conclusão de que a cinemática dos fluidos não-newtonianos é 
semelhante à dos fluidos newtonianos para Re  elevado (Phan-Thien & Zheng (1990)). Isto é, 
apesar da introdução de não-linearidade, o desenvolvimento do escoamento secundário e a 
variação do padrão de escoamento (transição de 1 para 2 ou mais pares de vórtices), ocorrem 
gradualmente e de forma análoga ao caso newtoniano. Outra conclusão geral é a de que o 
aumento das propriedades elásticas promove o escoamento secundário. De uma forma geral, 
a elasticidade intensifica o escoamento secundário no escoamento em curvas, levando à 
diminuição do críticoDn , comparativamente ao caso newtoniano. No entanto, dependendo do 
tipo de fluido considerado, surgem diferenças importantes, por exemplo: no comprimento 
necessário para atingir escoamento completamente desenvolvido, na localização axial do 
aparecimento de vórtices adicionais, na intensidade do escoamento secundário, etc.  
Segundo alguns autores, existem também semelhanças na determinação do factor de 
atrito dos escoamentos de fluidos newtonianos e não-newtonianos. Para Mishra & Gupta 
(1979b) e Singh & Mishra (1980), as correlações para a determinação do factor de atrito em 
escoamento de fluidos newtonianos, quer em regime laminar quer em regime turbulento, 
parecem ser aplicáveis aos escoamentos de fluidos não-newtonianos, em canais helicoidais e 
espirais. Todavia, Pimenta & Campos (2012), embora tenham concluído que o aumento da 
elasticidade resulta num aumento do factor de atrito e que para 80Dn   os resultados são 
semelhantes ao caso newtoniano, o mesmo não se aplica para 80Dn  . Nestes casos, o factor 
de atrito pode ser menor do que no caso newtoniano, e os resultados são bem representados 
pelas correlações de Mashelkar & Devarajan (1976a, 1976b) e de Kawase & Mooyoung (1987) 
desenvolvidas para fluidos não-newtoniano. Estas correlações, apresentadas na Tabela 6.1, 
têm em conta a elasticidade e são válidas para escoamento isotérmico de fluido de lei de 
potência.  
Actualmente existem inúmeros modelos reológicos que descrevem os mais diversos 
comportamentos dos fluidos não-newtonianos. No estudo de escoamento através de curva, 
foram já apresentados resultados para os fluidos de Reiner-Rivlin (Jones (1960)), Oldroyd-B 
(Thomas & Walters (1963, 1965), Srivastava & Sarin (1973a, 1973b), Phan-Thien & Zheng 
(1990), Joo & Shaqfeh (1991, 1992a, 1992b, 1994), Sarin (1993, 1997), Robertson & Muller 
(1996), Pires & Sequeira (2011), entre outros), fluido de Cosserat (Kamel & Kaloni (1977)), lei 
de potência (James (1975), Mishra & Gupta (1979b), Iemoto et al. (1985), Shanthini & 
Nandakumar (1986), Das et al. (1991), Fellouah et al. (2006b, 2010), entre outros), White-
Metzner (Iemoto et al. (1986)), Bingham (Das (1992)), de 2ª ordem (Sharma & Prakash (1977), 
Jitchote & Robertson (2000), Hadi et al. (2005), Bdulhadi (2006), Norouzi et al. (2010a), entre 
outros), PTT (Boutabaa et al. (2009), Mompean & Thais (2010)), Criminale-Eriksen-Filbey 
(Norouzi et al. (2009, 2011, 2012)), UCM (Bowen et al. (1991), Zilz et al. (2012)). 
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Tabela 6.1- Correlações do factor de atrito em curvas para fluidos não-newtonianos. 
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O modelo de fluido viscoelástico do tipo Oldroyd-B1 tem sido usado com frequência no 
estudo do escoamento através de curva. Thomas & Walters (1963, 1965) apresentaram uma 
solução analítica para escoamento completamente desenvolvido num canal curvo de secção 
circular e elíptica (com variação do plano de simetria relativamente ao eixo da curvatura). 
Phan-Thien & Zheng (1990) chegaram à conclusão de que existem semelhanças entre o 
escoamento inercial de fluido newtoniano e de fluido Oldroyd-B. Joo & Shaqfeh (1991, 1992a) 
mostraram analiticamente a existência de instabilidades puramente elásticas. Em escoamento 
inercial, Joo & Shaqfeh (1992b) atribuíram o efeito desestabilizador da elasticidade, sobre o 
escoamento de fluido Oldroyd-B, à primeira diferença de tensões normais e à sua capacidade 
de gerar picos de tensão. Sarin (1993, 1997) estudou o efeito da geometria (variação da 
curvatura em canal com secção circular, e variação da secção transversal elíptica) sobre o 
escoamento viscoelástico. Robertson & Muller (1996) mostraram que em escoamento inercial, 
a diminuição do caudal em canal curvo, relativamente ao canal recto, aumenta com o 
aumento de Wi e com a diminuição de s . Zhang et al. (2006) resolveram analiticamente o 
problema de escoamento de fluido Oldroyd-B para valores de Re, Wi e d R  elevados. 
Verificaram que, para Re e Wi elevados, a combinação do efeito de Re e Wi são mais 
reduzidos do que os seus efeitos independentes, por resultarem da interacção não-linear 
complexa da inércia e da elasticidade. Além disso, verificaram que o efeito de Wi depende 
muito do valor de Re. Assim, para Re baixo e Wi elevado o máximo da velocidade axial 
                                                 
1 No modelo Oldroyd-B existem três constantes materiais: tempo de relaxação, viscosidade do polímero e viscosidade 
do solvente. Quando a viscosidade do polímero e o tempo de relaxação são zero obtem-se fluido Newtoniano. Quando 
a viscosidade de solvente é zero o modelo reduz-se ao modelo de fluido de Maxwell. É a equação constitutiva mais 
simples para suspensões diluídas de polímeros em solventes de elevada viscosidade. 
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desloca-se no sentido da parede interior da curva, mas para Re elevado o máximo da 
velocidade desloca-se no sentido da parede exterior para um valor crítico de Wi. O valor de 
críticoWi , por sua vez, diminui com o aumento de Re. 
Para fluido de White-Metzner, Iemoto et al. (1986), verificaram que a elasticidade 
intensifica o escoamento secundário e, à medida que a elasticidade aumenta, a adaptação do 
padrão de escoamento à curvatura é antecipada. O oposto ocorre para escoamento com 
inércia de fluido puramente viscoso.  
Considerando fluido de lei de potência2, a não-linearidade introduzida pelo modelo no 
cálculo da viscosidade depende do valor do índice n . Em geral, o aumenta de n , resulta 
num aumento do gradiente de pressão axial necessário para gerar um escoamento com uma 
determinada velocidade média, modificando o críticoDn  para o qual ocorre transição do 
padrão de escoamento. Por outras palavras, a resistência ao escoamento experimentada por 
fluidos com diferentes índices n  (que modifica a viscosidade aparente do fluido), é diferente 
quando sujeitos a condições externas semelhantes. Assim, enquanto no caso newtoniano (
1n  ), a intensidade do escoamento secundário é a única variável a contribuir para o 
aumento da resistência, no caso de fluido dilatante ( 1n  ) a viscosidade aparente é maior 
que a de fluido newtoniano, e o escoamento está sujeito a maior resistência. Por outro lado, 
como a viscosidade aparente de fluido fluidificante ( 1n  ) é menor que a do fluido 
newtoniano, a resistência do escoamento tende a diminuir, mas o escoamento é menos 
estável (Savins & Wallick (1965), Shanthini & Nandakumar (1986) Fellouah et al. (2010)). Isto 
acontece porque, o escoamento para 1n   é caracterizado por baixa viscosidade na região de 
maior deformação, junto à parede, e elevada viscosidade na região de menor deformação. 
Embora os vórtices de Dean se desenvolvam mais facilmente na região da parede, têm maior 
dificuldade em penetrar na região de maior viscosidade, atrasando assim o seu 
desenvolvimento. Além disso, o efeito de 1n   sobre o escoamento só é significativo quando 
o valor de Dn é reduzido. Como o aumento da intensidade do escoamento secundário, através 
do aumento de Dn, actua em oposição à diminuição da resistência do escoamento com a 
diminuição de n , a contribuição destes fenómenos opostos devem cancelar-se para baixo 
Dn. Mas para elevado Dn o efeito inercial sobrepõe-se ao efeito da viscosidade. Iemoto et al. 
(1985) verificaram estes resultados para três configurações geométricas diferentes (apesar da 
analise ser válida apenas para canais com curvatura reduzida). Em escoamento 
completamente desenvolvido, Shanthini & Nandakumar (1986) mapearam o diagrama de 
bifurcação e multiplicidade das soluções para fluido lei de potência e concluíram que a 
bifurcação das soluções mantém-se qualitativamente a mesma para qualquer valor fixo de 
índice n . Apesar da adição da não-linearidade associada ao índice n  da lei de potência, Dn 
                                                 
2 O índice n  da lei de potência (
nK  , onde K  é a consistência e   a taxa de deformação) caracteriza os 
efeitos não-newtonianos puramente viscosos: 1n   para fluido pseudoplásticos/reofluidificante, 1n   para fluido 
newtoniano e 1n   para um fluido reodilatante/espessante. 
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e A são apontados como os principais parâmetros controladores do escoamento, mantendo-se 
qualitativamente semelhante para vários d R  e n. Os resultados de Shanthini & Nandakumar 
(1986) mostram ainda que, apesar do efeito do índice n da lei de potência não ser crucial nas 
características do padrão de escoamento, as isolinhas da velocidade axial diferem junto à 
parede exterior da curva. Fellouah et al. (2010), considerando um escoamento em canal 
curvo de 180° com secção quadrada, acrescentaram que a oposição dos efeitos de Dn e n são 
mais acentuados na região de desenvolvimento, onde o escoamento secundário apresenta 
maior intensidade. Das et al. (1991) obtiveram empiricamente uma correlação do factor de 
atrito para escoamento laminar de fluido fluidificante (n < 1) de lei de potência, e mostraram 
que, para a mesma velocidade, a queda de pressão aumenta à medida que n diminui. 
Salehi-Shabestari et al. (2012) estudaram numericamente o desenvolvimento de 
instabilidades de Dean em escoamento de fluido viscoelástico para o modelo reológico de 
Pinho (2003)3 através de curva com secção quadrada. Verificaram que a fluidificação tem 
efeito estabilizador do escoamento (i.e., para o mesmo Dn, quanto menor n, para 1n  , 
menor a possibilidade de ocorrer transição para escoamento com 4 vórtices), mas o carácter 
espessante do fluido à deformação extensional desestabiliza o escoamento (i.e., para o 
mesmo Dn, quanto maior p, para 1p  , maior a possibilidade de ocorrer a transição para 
escoamento com 4 vórtices). 
O escoamento de fluidos de Bingham4 em canais curvos foi estudado analiticamente por 
Clegg & Power (1963). Ao adoptarem a simplificação de Dean, para estudarem analiticamente 
o escoamento de fluido de Bingham, obtiveram uma análise pouco rigorosa. Mostraram apenas 
o tipo de escoamento esperado para este tipo de fluidos, que consiste no desenvolvimento 
típico de escoamento secundário constituído por dois vórtices simétricos e trajectória 
helicoidal das partículas ao longo do canal. Das (1992) concluiu que a tensão de cedência é 
um dos parâmetros controladores do escoamento. Mostrou que, para os fluidos de Bingham, a 
elasticidade favorece a adaptação do escoamento à curvatura do canal, resultando no 
desenvolvimento mais rápido do escoamento secundário. Mostrou também que o factor de 
atrito é maior para fluidos com elevado valor de tensão de cedência e de d R , mas com o 
aumento de Dn o oposto ocorre. Fellouah et al. (2010) consideraram o número adimensional 
de Bingham5 (Bm) para investigar o efeito da tensão de cedência no escoamento em curva. 
                                                 
3 Este modelo incorpora a fluidificação e a extensão-espessante numa única equação de lei de potência. Reduz-se ao 
modelo newtoniano para n = p = 1 e ao modelo de lei de potência padrão para p = 1. As soluções poliméricas são 
simultaneamente fluidificantes (a viscosidade diminui com o aumento da deformação de corte, n < 1) e de extensão-
espessante (a viscosidade aumenta com a deformação extensional, p > 1), (Pinho (2003)). 
4 Este fluido integra as características dos sólidos plásticos e dos fluidos viscosos. Apresenta uma deformação 
permanente após um ciclo de carga e descarga no qual se ultrapassou um tensão limite (tensão de cedência). São 
sensíveis à velocidade de deformação e ao tempo de solicitação. Para este modelo, quando a tensão aplicada é 
inferior à tensão de cedência, o fluido de Bingham é linear-elástico, mas quando ultrapassa a tensão de cedência 
comporta-se como fluido de Newtoniano. 
5    0 h w mBm D U   onde 0  é a tensão de cedência, Dh é o diâmetro hidráulico, w  é a viscosidade na 




Observaram que: o aumentando de Bm retarda o aparecimento das instabilidades de Dean 
(transição de 2 para 4 vórtices), isto é, aumenta o críticoDn  e aumenta a distância necessária 
para o aparecimento das instabilidades de Dean (Fellouah et al. (2006b, 2010)). Ademais o 
críticoDn  atinge o seu valor constante mais rapidamente quando Bm  diminui, demonstrando 
que o desenvolvimento completo da instabilidade de Dean ao longo da curva é mais rápido no 
caso newtoniano do que no caso não-newtoniano viscoelástico. Fellouah et al. (2010) 
concluíram que a variação da viscosidade nos fluidos não-newtonianos (que é maior no centro 
do canal do que junto das predes) é responsável pelo lento desenvolvimento das 
instabilidades de Dean ao longo da curva, tal como verificado por diferentes autores para 
fluido de lei de potência. Fellouah et al. (2006b) e Fellouah et al. (2010) abordaram ainda o 
efeito da geometria no escoamento de fluidos de lei de potência e de Bingham, e verificaram 
que a variação de críticoDn  com d R  é praticamente independente dos parâmetros 
reológicos. Já a variação do críticoDn  com A  é muito menos regular. No entanto, por se tratar 
de um fluido de comportamento complexo, os autores não se estendem nas conclusões. 
Considerando fluido de 2ª ordem (SOF – Second Order Fluid), Sharma & Prakash (1977) 
focaram-se somente no efeito da primeira diferença de tensões normais, e mostraram que o 
aumento deste parâmetro leva a um aumento da intensidade do escoamento secundário, i.e., 
tem efeito desestabilizador do escoamento. Enquanto Jitchote & Robertson (2000) 
consideraram o efeito da segunda diferença de tensões normais na solução e verificaram que 
tem o efeito oposto e estabilizador sobre o escoamento secundário. Norouzi et al. (2010a) 
confirmaram os resultados de Sharma & Prakash (1977) e Jitchote & Robertson (2000), para 
curva de secção rectangular. O efeito da secção transversal em escoamentos de fluido de 2ª 
ordem foi abordado por Hadi et al. (2005), que concluíram que o aumento da 
viscoelasticidade do fluido intensifica o escoamento secundário, em curva de secção 
rectangular, qualquer que seja o valor de A  considerado.  
Para fluido Oldroyd-3-constante6, Fan et al. (2001) verificaram que a primeira e a segunda 
diferença de tensões normais têm efeitos opostos sobre o escoamento secundário em canais 
curvos de secção circular. Também aqui, a primeira diferença de tensões normais actua no 
sentido da inércia e intensifica o escoamento secundário, enquanto a segunda diferença de 
tensões normais actua na direcção oposta, e diminui a intensidade do escoamento secundário. 
Experimentalmente, ao contrário do escoamento viscoelástico em canais rectos, o efeito das 
forças normais sobre o caudal do escoamento em canais curvos é significativo e é possível 
diminuir o arrasto do escoamento viscoelástico através da adição de polímero. Apesar do 
significado dos resultados, Fan et al. (2001) defendem que o modelo Oldroyd-3-constantes 
ainda é muito simples para prever quantitativamente o comportamento de soluções diluídas 
                                                 
6 Este modelo tem viscosidade constante e inclui os modelos UCM (Upper-Convected Maxwell) e Oldroyd-B como casos 
especiais. Com este modelo é possível examinar separadamente os efeitos da inércia e da primeira e segunda 
diferença de tensões normais, sem os efeitos fluidificantes. 
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de polímero. Em geral, os resultados para este modelo não coincidem com os resultados 
experimentais de soluções poliméricas. 
O escoamento de fluido viscoelástico Phan-Thien-Tanner (PTT), através de canais curvos 
em “U” de secção transversal quadrada, foi abordado por Boutabaa et al. (2009) e Mompean 
& Thais (2010). Os resultados são consonantes e mostram que o aumento do carácter 
viscoelástico do fluido antecipa a transição de 1 para 2 pares de vórtices, comparativamente 
ao caso newtoniano nas mesmas condições de escoamento. Helin et al. (2009) investigaram o 
efeito do aumento das propriedades elásticas do fluido Phan-Thien-Tanner modificado (MPTT 
- modified Phan-Thien-Tanner) e chegaram à conclusão que, também para este modelo, o 
desenvolvimento das instabilidades de Dean são antecipadas relativamente ao caso 
newtoniano, nas mesmas condições de escoamento. Além disso, verificaram que o aumento 
de Re  e de De , a diminuição de n  e o aumento do parâmetro de extensibilidade favorece a 
transição de escoamento com 1 para 2 pares de vórtices. 
O modelo de fluido Criminale-Eriksen-Filbey (CEF) foi estudo por Norouzi et al. (2009), em 
escoamento através de curva de secção rectangular. Tal como acontece noutros modelos 
viscoelásticos, a influência sobre o escoamento secundário da primeira e segunda diferença 
de tensões normais é elevada e têm efeitos opostos: enquanto a primeira diferença 
intensifica o escoamento secundário, diminui o caudal do escoamento e aumenta a tensão 
axial junto à parede exterior da curva; a segunda diferença de tensões normais diminui a 
intensidade do escoamento secundário, aumenta o caudal, diminui a tensão normal axial e o 
gradiente de pressão transversal.  
O escoamento em canal curvo, formado por dois cilindros concêntricos, de fluido 
viscoelástico do modelo Giesekus foi considerado por Pourjafar & Sadeghy (2012). Verificaram 
que existe um valor de Wi  crítico abaixo do qual a elasticidade do fluido estabiliza o 
escoamento, mas para valores superiores a elasticidade desestabiliza o escoamento.  
A revisão acima apresentada sugere que, de uma forma geral, os fluidos não-newtonianos 
antecipam o desenvolvimento de instabilidades secundárias no escoamento através de curvas. 
Porém, revela também que não devem ser feitas generalizações e, consequentemente, a 
necessidade do estudo do escoamento em curvas usando modelos de fluidos mais realistas. 
 
6.1. Descrição do problema 
Considerando a mesma geometria, malha computacional e condições de escoamento 
apresentadas no Capítulo 5 para fluido newtoniano, será agora analisado o escoamento em 
desenvolvimento através de curva de fluidos viscoelásticos. Para isso, serão utilizados os 
modelos reológicos FENE-CR e FENE-P para descrever o fluido viscoelástico.  
Nos fluidos viscoelástico tipo FENE, existem três números adimensionais independentes 
que é necessário ter em consideração num escoamento em curva, para além do número de 
Reynolds ( Re ) e dos parâmetros geométricos (curvatura e razão de aspecto). Estes números, 
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que foram definidos anteriormente no Capítulo 2, são: a elasticidade, através do número de 
Weissenberg (Wi ); a extensibilidade do polímero ( 2L ); e parâmetro de retardamento (  ). 
Os efeitos da variação destes parâmetros sobre o escoamento serão analisados 
separadamente, em escoamentos com forças inerciais significativas. Assim, foram realizadas 
simulações para diferentes números de Reynolds ( 486 583Re  ), e números de 
Weissenberg 0Wi  , para diferentes valores de 2L  (
250 200L  ) e   a variar entre 1  e 
0 . Em geral, para analisar o efeito da extensibilidade,   é fixado no valor 0.5 , enquanto 
para analisar o efeito do parâmetro de retardamento, a extensibilidade é fixada no valor 
2 100L  . Os valores de Re  considerados estão entre a gama de valores onde ocorre a 
transição do padrão de escoamento secundário para o caso newtoniano. Os resultados são 
apresentados para diferentes posições ao longo da curva e secção transversal, tal com 
efectuado no caso newtoniano.  
À entrada do domínio do escoamento é imposto escoamento completamente desenvolvido 
baseado nas soluções analíticas. 
Este capítulo é também baseado no artigo Malheiro et al. (2013). 
 
6.2. Resultados 
Os resultados apresentados a seguir serão comparados apenas qualitativamente com os 
resultados publicados sobre o escoamento através de curva de diferentes fluidos não-
newtonianos, devido à inexistência de dados sobre o tema para fluidos do tipo FENE. O fluido 
FENE-CR descreve fluidos elásticos com viscosidade de corte constante (por exemplo, fluidos 
de Boger). Já o fluido FENE-P apresenta efeitos reofluidificantes na viscosidade de corte e no 
coeficiente da primeira diferença de tensões normais. O primeiro modelo permite analisar o 
efeito da elasticidade e dos parâmetros viscoelásticos isoladamente sem o efeito da 
reofluidifação. Já o segundo modelo permite isolar o efeito reofluidificante (quando em 
comparação com o modelo FENE-CR para as mesmas condições de escoamento) e avaliar de 
que modo esta propriedade afecta o escoamento em curvas. 
6.2.1. Efeito de Re e de Wi 
A Figura 6.1 começa por mostrar a variação da velocidade axial (U ), no plano central 
0.5Z  , com a coordenada da curvatura dada pelo angulo  , como função do Wi  para 
modelo FENE-CR com 532Re  , 
2 100L   e 0.5  . Verifica-se que as previsões do 
desenvolvimento da velocidade axial ao longo da curva são muito semelhantes ao 
desenvolvimento verificado para o caso de fluido newtoniano, medidos experimentalmente 










































































































































Figura 6.1- Variação de U com Wi, em diferentes posições angulares: a) θ = 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°; 
e) 150°; e f) 180°. Perfis de velocidade extraídos do plano Z = 0.50, para modelo newtoniano e FENE-CR 
com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
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Figura 6.2- Evolução do padrão do escoamento secundário, na primeira metade da curva. Campos de 
vectores para modelo FENE-CR com Re = 532, Wi = 0.50, L2 = 100 e β = 0.50. 
 newtoniano 0.1Wi   0.3Wi    
U  
   
 
 
   
 0.5Wi   0.7Wi   1.0Wi   
U  
   
 
   
Figura 6.3- Variação da distribuição de U  e do padrão do escoamento secundário em função de Wi , na 
posição θ = 150°. Modelo newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
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curva ( 90   , desde a Figura 6.1-a à Figura 6.1-c), os perfis de velocidade axial são 
idênticos e independentes de Wi . O escoamento move-se de encontro à parede exterior da 
curva devido à força centrífuga, exibindo um pico acentuado junto a esta parede. Tal como 
no caso newtoniano, o escoamento secundário é estabelecido na secção transversal e é 
constituído por um par de vórtices simétricos (Figura 6.2 para FENE-CR com 532Re  , 
0.5Wi  , 
2 100L   e 0.5  ). Na segunda metade da curva ( 90   , desde a Figura 6.1-d 
à Figura 6.1-f) a distribuição de U , é afectada pela elasticidade, onde a transferência de 
quantidade de movimento no sentido do centro do canal aumenta como aumento de Wi . Este 
aumento do deslocamento do pico máximo de U  está associado ao desenvolvimento e 
intensificação do par adicional de vórtices simétricos de contra-rotação, junto da parede 
exterior da curva. Este comportamento é confirmado na Figura 6.3, para o caso FENE-CR com 
532Re  , 
2 100L   e 0.5  , onde a variação dos contornos de U  e os campos de vectores 
do escoamento transversal com o aumento de Wi  são apresentados, para a posição angular 
150   .  
A Figura 6.3 mostra ainda que a região junto à parede exterior da curva, em especial em 
torno do plano central, é fortemente dependente da variação da elasticidade, sendo 
particularmente interessante analisar as alterações que ali ocorrem durante o 
desenvolvimento do escoamento. A análise do escoamento baseado apenas em U  não 
permite prever directamente as alterações que ocorrem na secção transversal. Por esse 
motivo, a análise do escoamento deve ser feita em conjunto com a variação das componentes 
transversais da velocidade, dadas por V  e W . Destes parâmetros da velocidade, a variação 
da componente V  é particularmente interessante. Apesar de a magnitude de V  ser 
reduzida, comparativamente à componente axial, esta fornece informação importante 
relativamente ao sentido do escoamento transversal local: quando apresenta sinal negativo, 
significa que a componente aponta no sentido da parede exterior da curva; quando apresenta 
sinal positivo, significa que a componente aponta no sentido do centro da secção.  
A Figura 6.4 ilustra a evolução da velocidade axial e da componente transversal V  da 
velocidade, ao longo da curva, para diferentes valores de Wi , considerando os casos 
newtoniano e FENE-CR com 486Re  , 532  e 583 , no ponto de coordenadas 
   1 , 0.87,0.52Y Z  . A variação local de U  e V , no início da curva ( 60   ), é 
semelhante nos dois modelos de fluido, qualquer que seja o valor de Re  e de Wi , 
mostrando a forte dependência do desenvolvimento do escoamento na geometria do canal 
(Figura 6.4). A variável U  parte do mesmo valor em todos os casos (para 0   , 0.9679U 
), e aumenta rapidamente neste ponto até um máximo ( 2U  , sendo ligeiramente menor 
para o caso newtoniano e para Wi  mais reduzido, mas não é significativo) a uma distância 
angular 6   . O desenvolvimento deste pico deve-se ao deslocamento abrupto do 
escoamento no sentido da parede exterior, verificado à entrada da curva, e que faz aumentar 
U  localmente. Imediatamente a jusante, U  diminui em todos casos. Em contrapartida, após 
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a posição 60   , U  é sensível à variação de Re  e de Wi  (Figura 6.4). Por outro lado, o 
valor absoluto local de V  é nulo à entrada da curva ( 0   ), aumenta abruptamente com 
sentido da parede exterior da curva para 20   . Estes resultados indicam que o escoamento 
secundário se desenvolve imediatamente a seguir à entrada da curva, e que é nesta região 
que o escoamento secundário atinge a sua intensidade máxima. Nesta região, o escoamento 
secundário apresenta um padrão semelhante ao ilustrada na Figura 6.2, independentemente 
de Wi . A jusante ( 20   ), V  diminui localmente em magnitude absoluta em todos os 
casos, e a partir de 60   passa a depender de Re  e de Wi  (Figura 6.4). 
Para 60   , quando 486Re   (Figura 6.4-a), o valor local de U  tende para um valor 
constante para caso newtoniano e viscoelástico com 0.5Wi  , mas diminui para 0.5Wi   até 
ao final da curva, sendo tanto menor quanto maior Wi . Já a componente V  (Figura 6.4-a) 
apresenta valor constante de sinal negativo em todos os casos ilustrados, excepto para fluido 
viscoelásticos com 0.7Wi  , para os quais a magnitude de V  aumenta localmente no sentido 
positivo. Estes resultados mostram que para 486Re   ocorre reversão local do escoamento 
quando 0.7Wi   (Figura 6.4-a). Mas, na realidade, para 486Re  , a reversão do sentido de 
circulação do escoamento junto à parede exterior da curva ocorre para 0.3Wi   (Figura 6.5), 
porém, este comportamento abrange uma região reduzida junto da parede exterior da curva 
que não é detectada localmente na Figura 6.4-a. Os campos de vectores extraídos da posição 
angular 150    (Figura 6.5), revelam ainda que para 1.0Wi   ocorre formação do par 
adicional de vórtices, onde se observa o aumento de V  no sentido positivo e, 
consequentemente, uma diminuição de U  mais acentuada (Figura 6.4-a). 
Para 532Re   ( 60   , Figura 6.4-b), no caso newtoniano e viscoelástico com 0.1Wi  , 
U  tende para um valor constante, cuja magnitude é máxima para o caso newtoniano. 
Quando 0.1Wi   (Figura 6.4-b), à semelhança do caso anterior para 0.5Wi   (Figura 6.4-a), 
U  diminui ao longo do comprimento da curva. Esta diminuição de U  é tanto maior quanto 
maior Wi , e é consideravelmente superior quando comparado com valor de Re  mais 
reduzido. No final da curva regista-se um ligeiro aumento local de U  para 0.5Wi  , sendo 
este aumento mais acentuado e antecipado na curva com o aumento de Wi  (para 0.5Wi  , 
0.7  e 1.0  a partir da posição angular 178  , 174   e 162  , respectivamente, na Figura 
6.4-b). O mesmo tipo de evolução é observado para 583Re   (Figura 6.4-c), mas neste caso é 
registado quer para o caso newtoniano quer para os casos viscoelásticos, qualquer que seja o 
valor de Wi . Nestes casos, o aumento de U  no final da curva é antecipado para as posições 
angulares 176   , e para 170 , 152 , 144 , 138  e 135  para o caso newtoniano e para 
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Figura 6.4- Variação de U e de V para diferentes valores de Wi, ao longo da curva no ponto (1-Y, Z)= 
(0.87, 0.52) para: a) Re = 486; b) Re = 532 e c) Re = 583. Fluidos newtoniano e FENE-CR com L2 = 100 e  
β = 0.50, e resultados de Bara (1991) para fluido newtoniano no ponto (1-Y, Z)= (0.74, 0.50). 
Avaliando a componente V  para 532Re  , observa-se na Figura 6.4-b que V  tende para 
um valor constante positivo 0  no caso newtoniano e modelo FENE-CR com 0.10Wi  . 
Quando 0.30Wi   o valor de V  aumenta no sentido positivo, até ao final da curva, sendo 
este aumento tanto maior quanto maior o valor de Wi . Estes resultados indicam uma 
intensificação local do escoamento secundário para 0.30Wi  , cuja circulação decorre no 
sentido do centro da secção transversal, que é confirmado pelos padrões de escoamento 
secundário na Figura 6.5. Para o caso 532Re  , observa-se a formação do par adicional de 
vórtices para todos os casos viscoelásticos, justificando a diminuição de U  e o aumento de 
V  local (Figura 6.4-b). Este comportamento é acentuado com o aumenta da inércia (Figura 
6.4-c e Figura 6.5 para 583Re  ).  
 486Re   532Re   583Re   
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0.5Wi   
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Figura 6.5- Variação do padrão de escoamento secundário com Wi, na posição angular θ = 150°. Campos 
de vectores para escoamento de fluido FENE-CR com Re = 486, 532, 583 e L2 = 100, β = 0.50. 
Quando 583Re   o mesmo tipo de evolução (descrita para o caso FENE-CR com 532Re   
e 0.5Wi  ) é registado para todos os casos considerados, inclusive para fluido newtoniano. A 
principal diferença reside na diminuição de V , no final da curva, onde a magnitude se 
aproxima nos casos viscoelásticos (Figura 6.4-c). A Figura 6.5 mostra ainda que o par adicional 
de vórtices surge também para 0.1Wi   e aumenta em tamanho com o aumento de Wi .  
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Na segunda metade da curva, a evolução de U  nos casos de elevada elasticidade e 
inércia, onde se verifica a diminuição seguida de aumento, pode ser explicada com os 
resultados de Bara (1991) para fluido newtoniano. No desenvolvimento de dois pares de 
vórtices, quanto maior a inércia mais rápida será a transição do padrão, e mais intensa será a 
velocidade transversal. Este aumento de V  diminui inevitavelmente a componente U . Por 
este motivo, quanto maior a inércia maior será a diminuição de U , e esta diminuição 
ocorrerá numa posição cada vez mais a montante. O posterior aumento de U , está 
relacionado com o facto de o escoamento caminhar para um estado completamente 
desenvolvido. Teoricamente, só o escoamento com um par de vórtices é estável (Winters 
(1987)), por isso, o escoamento com dois pares de vórtices apenas atinge um estado de 
desenvolvimento completo relativo (Bara et al. (1992) e Mees et al. (1996)). O aumento do 
comprimento da curva até 500   mostra que o escoamento atinge o desenvolvimento 
completo (Bara et al. (1992)). Mas o aumento para comprimento superior (por exemplo, 
4000  ) mostra que, na realidade, o escoamento desenvolve uma variação espacial 
periódica (Bara (1991), Bara et al. (1992) e Mees et al. (1996)), acompanhada pela variação 
do padrão de escoamento secundário. Esta variação espacial depende do valor de Re , mas a 
magnitude do escoamento completamente desenvolvido relativo é característico do padrão de 
escoamento. Isto é, para um padrão de escoamento com dois pares de vórtices, o valor local 
de U  é igual para os diferentes valores de Re  (Bara (1991)). Segundo Bara (1991), o valor de 
U  na posição    1 , 0.74,0.50Y Z  , para escoamento completamente desenvolvido em 
curva de secção quadrada com 486 583< Re  , é igual a 1.189 . Além disso, o aumento da 
inércia, e o consequente desenvolvimento de escoamento transversal com dois pares de 
vórtices, acelera a passagem para escoamento completamente desenvolvido, diminuindo o 
comprimento de desenvolvimento (Bara et al. (1992)). Claro que esta análise só é verdadeira 
para fluido newtoniano com 583Re   e numa curva de comprimento angular 
180 4000     (Bara (1991)), mas, a variação local de U  para fluido viscoelástico parece 
apresentar o mesmo tipo de evolução independentemente do valor da elasticidade (Figura 
6.4). Contudo, só um estudo do escoamento em curva de comprimento angular muito elevado 
confirmaria ou não esta análise. 
A variação da velocidade axial máxima ( maxU ) ao longo da curva é consequência directa 
da formação e desenvolvimento do escoamento secundário, e é ilustrada na Figura 6.6 com a 
variação de Wi  para diferentes Re . Para todos os casos simulados, a variação de maxU  
segue a mesma linha na primeira metade da curva (até 90   ): maxU  apresenta o seu valor 
mais elevado à entrada do canal ( 0   ), diminui cerca de 20%  ao longo da curva até 
60   , onde atinge um valor mínimo. A jusante desta posição, maxU  aumenta ligeiramente 
até 90   . Este comportamento é observado nos casos newtonianos e viscoelásticos 
admitidos, todos sujeitos a condições de inércia significativas ( 486Re  , 532  e 583 ). Mesmo 
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assim, os efeitos da elasticidade são observados desde 30  , onde a redução do valor 
mínimo de maxU  é maior para o caso newtoniano do que nos casos viscoelásticos, e é tanto 
maior quanto menor o valor de Wi  (Figura 6.6 e Tabela 6.2). Tais efeitos podem ser 
compreendidos considerando que a elasticidade tende a opor-se aos efeitos inerciais e manter 
as condições iniciais de velocidade, para uma maior distância de entrada na curva. 
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Figura 6.6- Variação de Umax com Wi, ao longo da curva: a) Re = 486; b) Re = 532 e c) Re = 583. Fluido 
newtoniano e FENE-CR com L2 = 100 e β = 0.50. (NOTA: os índices numerados em “c)” referem à Tabela 6.2) 
Na segunda metade da curva ( 90   ), os efeitos elásticos acentuam a formação do 
escoamento secundário, que fica mais forte, e torna-se distinto para cada caso de Re  
considerado (Figura 6.6). Para o Re  mais baixo e igual a 486  (Figura 6.6-a), o efeito da 
elasticidade é mínimo e a velocidade axial máxima tende para um valor constante para cada 
Wi , sendo este valor tanto maior quanto maior Wi  (Figura 6.6-a e Tabela 6.2). Todavia, 
para Re  mais elevado (Figura 6.6-b e Figura 6.6-c), observa-se uma segunda diminuição de 
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maxU  no final da curva, que é intensificada pela elasticidade (Tabela 6.2). Esta redução do 
maxU  está relacionada com o aparecimento e crescimento de um par adicional de vórtices. No 
caso de 532Re  , o campo de vectores na Figura 6.5 mostra que, para 0.1Wi   o par 
adicional de vórtices surge (Figura 6.5 para 532Re  ), mas a sua intensidade é reduzida, de 
tal forma que não afecta a distribuição de U  no plano central (Figura 6.1-e), nem a evolução 
local de U  (Figura 6.4-b), nem de maxU  (Figura 6.6-b), que mantêm um valor constante até 
ao final da curva (Tabela 6.2). O mesmo é verificado para o caso 486Re   com 1.0Wi   
(Figura 6.5, Figura 6.6 e Tabela 6.2). Para 532Re   com 0.3Wi  , os vórtices adicionais são 
já suficientemente grandes para provocar alterações na evolução de maxU , onde se verifica a 
diminuição da magnitude de maxU  (Figura 6.6-b e Tabela 6.2). Aumentado Wi , o par de 
vórtices adicional aumenta de tamanho (Figura 6.5 para 532Re   e 0.10Wi  ) levando a um 
decréscimo mais acentuado de maxU  (Figura 6.6-b) e a uma maior transferência de 
quantidade de movimento no sentido do centro da secção transversal da curva (Figura 6.1-e). 
O mesmo raciocínio pode ser feito para explicar a variação de maxU  para 583Re  . 
Tabela 6.2- Valores da velocidade axial máxima (Umax) e posição angular ( )  referentes à Figura 6.6. 
 Re  Wi  ( )  maxU
1 ( )  maxU
2 ( )  maxU
3 ( )  maxU
4 
Newtoniano 486 0 56.1 1.708 160 1.745 ---- ---- ---- ---- 
FENE-CR 486 
0.1 56.1 1.713 160 1.750 ---- ---- ---- ---- 
0.3 54.9 1.725 160 1.761 ---- ---- ---- ---- 
0.5 55.5 1.733 160 1.769 ---- ---- ---- ---- 
0.7 55.5 1.737 160 1.774 ---- ---- ---- ---- 
1.0 55.5 1.742 160 1.782 ---- ---- ---- ---- 
Newtoniano 532 0 56.6 1.698 160 1.739 ---- ---- ---- ---- 
FENE-CR 532 
0.1 56.1 1.703 160 1.744 ---- ---- ---- ---- 
0.3 56.6 1.713 ---- ---- 152.5 1.754 180 1.749 
0.5 56.6 1.720 ---- ---- 134.6 1.760 180 1.715 
0.7 56.1 1.724 ---- ---- 97.0 1.769 180 1.698 
1.0 55.5 1.728 ---- ---- 95.9 1.775 180 1.681 
Newtoniano 583 0 57.2 1.688 ---- ---- 100.9 1.734 180 1.683 
FENE-CR 583 
0.1 56.6 1.692 ---- ---- 116.1 1.735 180 1.666 
0.3 55.5 1.702 ---- ---- 97.6 1.749 180 1.638 
0.5 57.8 1.708 ---- ---- 96.4 1.757 171.589 1.641 
0.7 59.4 1.713 ---- ---- 95.3 1.761 164.86 1.639 
1.0 60 1.721 ---- ---- 94.2 1.766 163.178 1.641 
NOTA: 1primeiro mínimo resultante da primeira diminuição; 2valor constante; 3início da segunda diminuição; 4mínimo 
resultante da segunda diminuição. A localização dos índices superiores é ilustrada na Figura 6.6-c. 
 
Uma forma de avaliar a intensidade do escoamento secundário gerado centrifugamente 
será através da componente axial da vorticidade máxima ( max( )X ) ao longo da curva, que é 
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mostrada na Figura 6.7 para o caso newtoniano e para diferentes casos viscoelásticos (FENE-
CR para diferentes valores de Wi , com 532Re  , 0.5   e 
2 100L  ).  
 













FENE-CR, Wi = 0.1
FENE-CR, Wi = 0.3
FENE-CR, Wi = 0.5
FENE-CR, Wi = 0.7
FENE-CR, Wi = 1.0
Newtoniano, Wi = 0
 
Figura 6.7- Variação de max| |X  ao longo da curva, para diferentes valores de Wi. Fluido newtoniano e 
FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 





0.3Wi   0.5Wi   1.0Wi   
   
Figura 6.8- Distribuição de X  na secção transversal, com variação de Wi, na posição angular θ = 150°. 
Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
A vorticidade é simétrica na secção e, por isso, existem dois locais na secção transversal 
com max( )X X   . Inicialmente, a elasticidade promove a rápida intensificação da 
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vorticidade máxima (até θ = 20°, um efeito de “história”) seguida de uma rápida recuperação 
(elástica) até ao final da primeira metade da curva (40° ≤ θ ≤ 90°), embora as diferenças, 
relativamente à evolução no caso newtoniano, não sejam muito significativas. Na segunda 
metade da curva (θ ≥ 90°), o caso newtoniano atinge um escoamento completamente 
desenvolvido ( max( ) 2.3X Cte   ). Enquanto no caso viscoelástico começa a diminuir depois 
da posição angular θ = 120°, excepto para Wi = 0.10, devido à formação e intensificação do 
segundo par de vórtices, tal como discutido anteriormente (Figura 6.5). 
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Figura 6.9- Variação de X  ao longo da curva, no ponto (1-Y, Z)= (0.87, 0.52), para diferentes valores de 
Wi, para: a) Re = 486; b) 532 e c) 583. Fluido newtoniano e FENE-CR com L2 = 100 e β = 0.50. 
Numa análise inicial, é intuitivo pensar que a vorticidade é máxima junto ao centro de 
cada célula de vórtice em contra-rotação, formadas simetricamente em relação ao plano 
Z=0.50, como consequência do movimento de rotação do escoamento na secção transversal 
induzido pela curva. Contudo, dada a forte dependência deste parâmetro das tensões (cuja 
distribuição será discutida posteriormente), tal não acontece. Nas paredes laterais, apesar de 
o fluido apresentar linhas de corrente rectas e paralelas às paredes, a vorticidade é não nula 
devido à existência de tensões elevadas nessas regiões (Figura 6.11 e Figura 6.12). Assim, a 
vorticidade é máxima junto das paredes laterais inferior e superior, embora seja também 
elevada junto aos centros dos vórtices principais e secundários, tal como ilustram os 
contornos da distribuição de ωX na Figura 6.8. A Figura 6.8 mostra ainda que a vorticidade 
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aumenta na região dos vórtices adicionais com o aumento de Wi , mas mantém-se 
praticamente inalterada junto dos vórtices principais e das paredes laterais inferior e 
superior. Estes resultados justificam as diferenças reduzidas na variação de max| |X  registada 
na Figura 6.7. 
Para um efeito de Wi  mais evidente, X  é, em seguida, avaliada localmente, no ponto 
   1 , 0.87,0.52Y Z   (Figura 6.9). A variação local de X  é semelhante à variação da 
componente V  da velocidade, ilustrada na Figura 6.4. A intensificação local do escoamento 
secundário leva, de um modo geral, ao aumento local de X  (Figura 6.9) ao longo da curva. 
Por esse motivo, X  é tanto maior quanto maior Re  e Wi , e é sempre superior para o 
fluido viscoelástico em comparação com o fluido newtoniano, para as mesmas condições de 
escoamento. No início da curva ( 60   ), X  local é independente de Re  e Wi , e 
apresenta um mínimo negativo, correspondente à vorticidade do par de vórtices principal que 
é dominante nesta distância angular. A jusante ( 60   ), X  passa a depender do modelo 
de fluido, de Re  e de Wi , e nos casos onde o par adicional de vórtices se desenvolve, X  
local aumenta no sentido positivo.  
 
Newtoniano 0.1Wi   0.3Wi   
 
   
0.5Wi   0.7Wi   1.0Wi   
   
Figura 6.10- Distribuição de H na secção transversal, com variação de Wi, na posição angular θ = 150°. 
Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
Para caracterizar a distribuição do movimento helicoidal do fluido na secção transversal, é 
apresentada na Figura 6.10 a distribuição da helicidade (H), para fluidos newtoniano e 
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viscoelástico com 532Re  , 
2 100L  , 0.5   e diferentes valores de Wi , na posição 
angular 150   . A helicidade é superior nas regiões correspondentes aos diferentes 
vórtices. A distribuição de H  confirma que o movimento dos vórtices apresenta simetria tipo 
“espelho” e de sinal contrário (quiralidade do escoamento): o movimento do vórtice principal 
junto da parede lateral superior é positivo enquanto o da parede lateral inferior é negativo; o 
movimento do vórtice adicional acima do plano central é negativo enquanto o do vórtice 
abaixo do plano central é positivo. Na Figura 6.10 observa-se a existência de helicidade muito 
reduzida, junto da parede exterior da curva, para fluido newtoniano, para o qual se verifica 
apenas uma região de reversão do escoamento transversal (Figura 5.8 para 532Re  ). A 
helicidade aumenta no caso viscoelástico com o aumento de Wi , quer na região do par 
adicional de vórtices quer na região do par principal de vórtices. Este aumento é superior na 
região do par adicional de vórtices como consequência do crescimento em tamanho e 
intensidade destes, mas é sempre máxima na região dos vórtices principais. 
 
Newtoniano 0.1Wi   0.3Wi   
 
   
0.5Wi   0.7Wi   1.0Wi   
   
Figura 6.11- Distribuição de τXX na secção transversal, com variação de Wi, na posição angular θ = 150°. 
Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
O desenvolvimento do escoamento na curva tem também como consequência a 
redistribuição das tensões. Analisando a distribuição da tensão normal axial ( XX ) na Figura 
6.11, para os mesmos casos ilustrados na Figura 6.10, verifica-se que para fluido newtoniano 
XX  é nula, enquanto para fluido FENE-CR XX  é máxima junto das paredes laterais e exterior 
da curva e aumenta consideravelmente com o aumento de Wi . Para 0.3Wi   verifica-se ainda 
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um ligeiro aumento de XX  na parede interior da curva, mantendo-se mínima na região do 
centro da secção transversal (Figura 6.11). 
Newtoniano 0.1Wi   0.3Wi   
 
   
0.5Wi   0.7Wi   1.0Wi   
   
Figura 6.12- Distribuição de τXY na secção transversal com variação de Wi, na posição angular θ = 150°. 
Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. (NOTA: no caso viscoelástico a tensão contém 
apenas a componente polimérica, no caso newtoniano a tensão de corte é total) 
a)




























FENE-CR, Wi = 0.1
FENE-CR, Wi = 0.3
FENE-CR, Wi = 0.5
FENE-CR, Wi = 0.7
FENE-CR, Wi = 1.0
Newtoniano, Wi = 0
1-Y= 0.5
 
Figura 6.13- Variação de τ(XY)tot nos planos: a) Wi = 0.50 e b) 1-Y= 0.50, para diferentes valores Wi, na 
posição angular θ = 150°. Fluidos newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
Em termos de distribuição da tensão de corte ( XY ) (Figura 6.12), no caso newtoniano a 
concentração de XY  é máxima junto da parede exterior da curva (também verificado na 
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Figura 5.20 e Figura 5.21 para outros valores de Re). Já nos casos de fluido viscoelástico, XY  
é elevada junto da parede exterior da curva e das paredes laterais inferior e superior. Realça-
se, no entanto, que no caso newtoniano a figura mostra a tensão total, enquanto nos casos 
viscoelásticos é ilustrada apenas a componente polimérica da tensão de corte. O aumento de 
Wi  resulta num aumento de XY  na secção, em particular junto à parede exterior da curva 
onde passa a apresentar valor máximo. Estes resultados são confirmados na Figura 6.13, onde 
é representada a tensão de corte total (
( )totXY
 ), ao longo dos planos = 0.5Z  e 1- = 0.5Y  
para os mesmos casos, e se verifica que: em termos absolutos 
( )totXY
  é sempre maior nos 
casos viscoelásticos comparativamente ao caso newtoniano; 
( )totXY
  é mais elevado junto da 
parede exterior da curva, relativamente à parede interior da curva, em todos os casos 
considerados (Figura 6.13-a); e 
( )totXY
  é mais elevada junto das paredes laterais inferior e 
superior, relativamente ao centro da secção (Figura 6.13-b). As Figura 6.11, Figura 6.12 e 
Figura 6.13 são ilustrativas para o caso 532Re   na posição angular 150   , mas a 
variação é consistente para outros valores de Re  e noutras posições angulares. 
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Figura 6.14- Variação local de: a) τXX e b) τ(XY)tot, ao longo da curva, no ponto (1-Y, Z)= (0.87, 0.52). Fluido 
newtoniano e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
Localmente, a variação de XX  e de ( )totXY  é avaliada através da monitorização do ponto 
de coordenadas (1 , ) (0.87,0.52)Y Z  , na Figura 6.14. À entrada da curva, a tensão normal 
XX  é 0  para os casos viscoelásticos e é tanto maior quanto maior Wi , mas é nula no caso 
newtoniano ao longo de toda a extensão da curva (Figura 6.14-a). No intervalo 0 30    , 
XX  diminui até 0 , qualquer que seja o valor de Wi , reflectindo a grande dependência do 
escoamento em factores inerciais e geométricos na parte inicial da curva. A partir de 30  
, XX  aumenta significativamente, sendo tanto maior quanto maior Wi . No caso 0.1Wi  , 
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XX  atinge rapidamente um valor constante. Para 0.1Wi  , XX  recupera rapidamente o valor 
de entrada e a jusante ( 60   ) aumenta ligeiramente. Ao fim de uma determinada distância 
angular, cujo valor depende de Wi , XX  apresenta um novo mínimo antes de aumentar 
novamente. Esta variação coincide com o desenvolvimento e intensificação do escoamento 
secundário local, produzido pelo aparecimento do par adicional de vórtices.  
Por outro lado, a variação local de 
( )totXY
  (Figura 6.14-b), mostra que a tensão de corte 
toma valores superiores, em toda a extensão do canal, para os casos viscoelásticos 
comparativamente ao caso newtoniano. À entrada da curva XY  é 0 , e o seu valor é apenas 
dependente do modelo reológico considerado. O valor de 
( )totXY
  diminui até um mínimo no 
intervalo 10 30     em todos os casos considerados, sendo a diminuição de 
( )totXY
  tão mais 
acentuada quanto maior Wi . Depois, 
( )totXY
  aumenta em todos os casos simulados atingindo 
valor constante no caso newtoniano. No caso FENE-CR o valor de 
( )totXY
  é independente de 
Wi , no intervalo 60 90    , ilustrando a forte dependência do escoamento da geometria, 
na primeira metade da curva. Na segunda metade da curva ( 90   ),
( )totXY
  aumenta ao 
longo da curva, sendo tanto maior quanto maior a elasticidade, de acordo a intensificação 
local do escoamento transversal. 
 
6.2.1.1. Efeito do modelo viscoelástico: FENE-CR e FENE-P 
Comparando os modelos viscoelásticos FENE-CR e FENE-P, os efeitos das propriedades de 
fluidificação do modelo FENE-P sobre o escoamento em curva são claras.  
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Figura 6.15- Variação de: a) U e b) V no plano Z = 0.50, em diferentes posições angulares. Fluidos FENE-
P e FENE-CR com Re = 532, Wi = 0.50, L














FENE-P, Wi = 0.1
FENE-P, Wi = 0.5
FENE-P, Wi = 1.0
FENE-CR
= 90







FENE-P, Wi = 0.1
FENE-P, Wi = 0.5


















































Figura 6.16- Variação de U e de V com Wi, no plano Z = 0.50 em diferentes posições angulares:             
a) θ = 90°; b) 120°; e c) 150°. Fluidos FENE-P e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50.  
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0.1Wi   0.3Wi   0.5Wi   
 
   
0.7Wi   1.0Wi    
  
 
Figura 6.17- Distribuição de H na secção transversal com variação de Wi, na posição θ = 150°. Contornos 
de H para fluido FENE-P com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
A Figura 6.15 compara os perfis de U  e V  dos dois modelos viscoelásticos, com 532Re  , 
0.5Wi  , 
2 100L   e 0.5  , ao longo do plano 0.5Z  , em diferentes posições angulares. A 
Figura 6.15-a mostra que, nas mesmas condições de escoamento, a transferência de 
quantidade de movimento é superior para o modelo FENE-P, sendo mais evidente na segunda 
metade da curva ( 90   ,Figura 6.15-a). O mesmo resultado é observado e intensificado 
quando a elasticidade é aumentada, tal como ilustrado na sequência de gráficos da Figura 
6.16. Aos 90  (Figura 6.16-a) as diferenças entre modelos na distribuição de U  são 
reduzidas, para os valores de elasticidade considerados. A jusante (Figura 6.16-b, Figura 6.16-
c) a transferência de quantidade de movimento no sentido do centro do canal aumenta com o 
aumento de Wi  e com a posição angular, sendo sempre superior para o modelo FENE-P.  
As diferenças entre o escoamento dos modelos viscoelásticos são realçadas quando 
considerados os perfis de V  do plano central, apresentados na Figura 6.15-b e Figura 6.16. 
Nestas figuras, observa-se que o aumento de V  junto da parede exterior da curva, e que 
ocorre na segunda metade da curva, é maior no caso FENE-P do que no caso FENE-CR (Figura 
6.15-b). Esta diferença aumenta à medida que o escoamento se aproxima do final da curva 
(Figura 6.15-b e Figura 6.16) e com o aumento da elasticidade (Figura 6.16). 
Os resultados anteriores mostram que a fluidificação inerente ao modelo FENE-P 
intensifica a transferência de quantidade de movimento ao longo do plano central e, 
consequentemente, intensifica o escoamento secundário na secção transversal. Isto é 
confirmado quando considerada a distribuição da helicidade ( H ) na secção transversal, cuja 














































FENE-P, Wi = 0.1
FENE-P, Wi = 0.3
FENE-P, Wi = 0.5
FENE-P, Wi = 0.7
























Figura 6.18- Variação de: a) τXX; b) τYY; c) τZZ; d) τXY; e) N1; f) N2, para diferentes valores de Wi, no plano 
Z = 0.50 na posição angular θ = 150°. Fluidos FENE-P e FENE-CR com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50. 
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contornos de H  para fluido FENE-P (Figura 6.17) e para fluido FENE-CR (Figura 6.10), 
verifica-se que a magnitude da helicidade é maior no caso FENE-P, em particular na região 
onde se desenvolvem os vórtices adicionais, qualquer que seja o valor de Wi . Além disso, e 
tal como no caso FENE-CR (Figura 6.10), o aumento da Wi  aumenta a H  também no caso 
FENE-P (Figura 6.17).  
As tensões normais e de corte ao longo do plano 0.50Z   são comparadas na Figura 6.18, 
para os dois modelos viscoelásticos com diferentes valores de elasticidade, assumindo 
532Re  , 0.50   e 2 100L  , na posição angular 150   . De uma forma geral, nos casos 
considerados, quer as tensões normais quer a tensão de corte são superiores para o caso 
FENE-P e aumentam com Wi . Em particular, na Figura 6.18-a, verifica-se que a magnitude da 
tensão normal XX  é consideravelmente superior à das componentes normais YY  e ZZ  
(Figura 6.18-b e Figura 6.18-c), em mais de 10 vezes nos dois modelos. XX  (Figura 6.18-a) é 
mínima na metade da secção da parede exterior da curva e aumenta quer no sentido da 
parede exterior quer da parede interior da curva. A XX  é tanto maior quanto maior Wi  nas 
paredes, e o seu valor mínimo aumenta e desloca-se no sentido do centro da secção com Wi  
(Figura 6.18-a). Este mínimo localiza-se na região entre os dois pares de vórtices, tem valor 
mais reduzido no caso FENE-P e o seu deslocamento para o centro da secção é mais efectivo, 
quando comparado com o caso FENE-CR (Figura 6.18-a).  
Já as tensões normais YY  e ZZ  (Figura 6.18-b e Figura 6.18-c) apresentam um pico 
máximo próximo da parede exterior e do centro da secção transversal, respectivamente. 
Estes picos movem-se no sentido do centro da secção e aumentam em magnitude com Wi , 
sendo sempre superiores para o fluido FENE-P. Os picos de YY  e ZZ  surgem do 
desenvolvimento do par de vórtices adicional, onde (Figura 6.18-b e Figura 6.18-c): o máximo 
de YY  corresponde à região entre os dois vórtices adicionais (região onde o escoamento 
transversal é mais intenso segundo a componente V  da velocidade); e o máximo de ZZ  
corresponde à região onde os dois pares de vórtices se encontram (região onde o escoamento 
transversal é mais intenso segundo a componente W  da velocidade). Junto das paredes, as 
tensões normais YY  e ZZ  são nulas, qualquer que seja o valor de Wi , para os dois modelos 
viscoelásticos (Figura 6.18-b e Figura 6.18-c).  
A tensão de corte polimérica XY  no plano central (Figura 6.18-d), apresenta máximo 
junto da parede exterior da curva, que aumenta com Wi  e é superior para o caso FENE-P. No 
modelo FENE-P este pico máximo desloca-se no sentido do centro da secção transversal com o 
aumento de Wi , e, por isso, XY  na parede é maior no caso FENE-CR quando Wi  é 
aumentado (Figura 6.18-d).  
A variação da primeira e segunda diferenças de tensões normais ( 1N  e 2N  nas Figura 
6.18-e e Figura 6.18-f, respectivamente) no plano central com diferentes valores de Wi  é 
131 
 
também apresentada para os modelos viscoelásticos. Na primeira diferença de tensões 
normais, a contribuição de XX  é dominante (Figura 6.18-e), mas 2N  é igualmente 
influenciada pelas componentes normais YY  e ZZ  (Figura 6.18-f). Também 1N  e 2N  
apresentam, de um modo geral, magnitude absoluta superior no caso do modelo FENE-P 
comparativamente ao modelo FENE-CR, sendo o valor em ambos os casos tanto maior quanto 
maior a elasticidade (Figura 6.18-e e Figura 6.18-f).  
A variação da pressão ( p ), ao longo do plano 0.50Z  , é comparada na Figura 6.19-a 
para os modelos viscoelásticos com 532Re  , 0.50Wi  , 0.50   e 2 100L  , em 
diferentes posições angulares. A pressão aumenta desde a parede interior da curva até à 
parede exterior, ao longo do comprimento da curva, e a queda de pressão aumenta com a 
distância angular (Figura 6.19-a), tal como para fluido newtoniano (Figura 5.21). Qualquer 
que seja a posição angular, o modelo FENE-CR apresenta maior queda de pressão, 









































Figura 6.19- Variação de a) p e b) dp/dY, em diferentes posições angulares, no plano Z = 0.50. Fluidos 
FENE-P e FENE-CR com Re = 532, Wi = 0.50, L
2 = 100 e β = 0.50. 
A variação do gradiente transversal da pressão ( dp dY ) ao longo da curva (Figura 6.19-b) 
é análoga à distribuição observada e discutida anteriormente para fluido newtoniano (Figura 
5.23), sendo máxima na metada da secção transversal da parede exterior da curva. O 
gradiente transversal da pressão é superior para o caso FENE-CR, mas o deslocamento do seu 
máximo na direcção do centro da secção é antecipado no caso FENE-P. A diferença entre os 
dois modelos viscoelásticos é significativa na segunda metade da curva ( 90   ). Em 
particular (Figura 6.19-b), para 120    surgem dois picos no caso FENE-P, que no caso 
FENE-CR só ocorrem para 150   , de acordo com a antecipação e intensificação da 
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transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da secção transversal, 
produzida pelas propriedades fluidificantes do modelo FENE-P. 
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FENE-CR, Re= 486, Wi= 0.9
FENE-CR, Re= 486, Wi= 1.0
FENE-CR, Re= 583, Wi= 0.1
FENE-CR, Re= 583, Wi= 0.5
















FENE-CR, Re= 532, Wi= 0.1
FENE-CR, Re= 532, Wi= 0.3
FENE-CR, Re= 532, Wi= 0.5
FENE-CR, Re= 532, Wi= 0.7
FENE-CR, Re= 532, Wi= 1.0
FENE-P, Re= 532, Wi= 0.1
FENE-P, Re= 532, Wi= 0.3
FENE-P, Re= 532, Wi= 0.5
FENE-P, Re= 532, Wi= 0.7
FENE-P, Re= 532, Wi= 1.0
 
Figura 6.20- Variação de YVa ao longo da curva: a) fluido newtoniano e FENE-CR para diferentes valores 
de Wi e Re; e b) fluido FENE-CR e FENE-P com Re = 532, L2 = 100 e β = 0.50, para diferentes Wi. 
Finalmente, na Figura 6.20 é comparada a evolução do tamanho dos vórtices adicionais (
VaY ) ao longo da curva entre o modelo newtoniano e o modelo FENE-CR para diferentes 
valores de Re  e Wi  (Figura 6.20-a), e entre os modelos viscoelásticos FENE-CR e FENE-P para 
diferentes valores de Wi  com 532Re   (Figura 6.20-b). No caso newtoniano (Figura 6.20-a), 
o par de vórtices adicional surge para Re 532 , enquanto no caso FENE-CR pode surgir para 
valores de Re  mais reduzido, como por exemplo para 486Re   a partir de 0.9Wi  . Em 
geral, os vórtices adicionais surgem aos 60   , nos casos newtoniano e FENE-CR. Contudo, 
essa posição angular depende de Re  e Wi , podendo surgir noutras posições a jusante, mas 
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não a montante de 60    (Figura 6.20-a). Nos casos FENE-CR com 486Re   e 0.9Wi  , por 
exemplo, o aumento de Wi  leva ao deslocamento dessa posição para montante (de 140    
quando 0.90Wi   para 120    quando 1.00Wi  ). O par adicional de vórtices é sempre 
maior nos casos viscoelásticos do que no caso newtoniano para o mesmo Re , mesmo 
considerando Wi  reduzido (Figura 6.20-a). Nos casos representados, uma vez desenvolvido, o 
par adicional de vórtices mantém-se até ao final da curva. Em geral, VaY  aumenta com Re  e 
com Wi  para a mesma posição angular, mas ao longo da curva a variação não é linear. 
Quando o par de vórtices surge na primeira metade da curva, a evolução do seu tamanho ao 
longo da curva é análoga nos diferentes casos: surge aos 60   ; entre 60 90    , VaY  
diminui ligeiramente; e a partir de 90   , VaY  aumenta. Nos casos viscoelásticos em que 
Wi  é elevado, verifica-se ainda uma ligeira diminuição de VaY  no final de curva. Este 
comportamento estará relacionado com a tendência do escoamento atingir um estado de 
desenvolvimento completo na curva, que é antecipado pela intensificação do escoamento 
secundário, tal como discutido anteriormente aquando da análise da Figura 6.4. 
Comparando os modelos viscoelásticos (Figura 6.20-b), o valor de VaY  é maior no caso 
FENE-P do que no caso FENE-CR, para todos os valores de Wi  considerados, além de surgirem 
numa posição a montante de 60   , em particular, para valores de Wi  mais elevados (para 
0.3Wi   na Figura 6.20-b). Outra observação importante é que parece existir um valor limite 
de VaY  que não é ultrapassado. Este valor é 0.5VaY  , e significa que o par adicional de 
vórtices está restringido à metade da secção transversal do lado da parede exterior da curva, 
para todos os casos simulados. 
6.2.2. Efeito de L
2
 e de β 
O parâmetro 2L  quantifica a extensibilidade das moléculas de polímero que constituem o 
fluido. À medida que a extensibilidade aumenta, as moléculas de polímero tendem a atingir 
um estado de extensão total e em casos extremos, tais como nos modelos de fluido UCM e 
Oldroyd-B, a extensibilidade é 2L  . Em contrapartida, os modelos viscoelásticos tipo 
FENE, aqui considerados, descrevem fluidos cujas moléculas poliméricas apresentam 
extensibilidade finita e, por isso, mais realista. Já o parâmetro de retardamento (  ), que é 
definido, por exemplo, pela razão entre a viscosidade de solvente e a viscosidade total, 
indica a proporção de solvente na mistura de fluido polimérico. Isto é, quanto mais próximo 
de zero estiver o valor de   maior a contribuição polimérica na mistura.  
O aumento de 2L  e a diminuição de   aumentam os efeitos elásticos, sendo de esperar 
que o desenvolvimento do escoamento seja similar ao observado com o aumento de Wi . O 
efeito destes parâmetros é avaliado mantendo a inércia constante e igual a 532Re  . Aqui, a 
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extensibilidade é mantida constante e 
2 100L   para avaliar o efeito de  , enquanto é 
assumido 0.50   para avaliar o efeito da extensibilidade.  
 
 































   
Figura 6.21- Distribuição de U, na secção transversal, com variação de Wi e L2, na posição angular         













































   
Figura 6.22- Distribuição de U, na secção transversal, com variação de Wi e β, na posição angular          




































FENE-CR, L2 = 50
FENE-CR, L2 = 100



































FENE-CR, L2 = 50
FENE-CR, L2 = 100



































FENE-CR, L2 = 50
FENE-CR, L2 = 100
FENE-CR, L2 = 200
 
Figura 6.23- Variação de U com L2, para diferentes valores de Wi, nas posições θ = 120°, 150° e 180°, no 
plano Z = 0.50. Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532, β = 0.50: a) Wi = 0.10; b) Wi = 0.50;               
c) Wi = 1.00. 
A distribuição de U  na secção transversal com a variação de 2L  (Figura 6.21) e de   
(Figura 6.22) provou ser simétrica em relação ao plano 0.5Z   em todas as situações 
simuladas. A distribuição e desenvolvimento de U  com o aumento de 2L  (Figura 6.21) e a 
diminuição de   (Figura 6.22) é semelhante ao descrito e ilustrado na Figura 6.3, com o 
aumento da elasticidade. Isto é, o aumento de 2L  (Figura 6.21) e a diminuição de   (Figura 
6.22) resultam na diminuição da magnitude máxima de U  e na diminuição desta região, em 
particular em torno do plano central. Este comportamento é acentuado com o aumento da 
elasticidade para o mesmo valor de Re , na mesma posição angular ( = 150   nas Figura 6.21 
























































U Wi = 0.1
newtoniano
FENE-CR,  = 0.90
FENE-CR,  = 0.75
FENE-CR,  = 0.50
FENE-CR,  = 0.25
























































U Wi = 0.5
newtoniano
FENE-CR,  = 0.90
FENE-CR,  = 0.75
FENE-CR,  = 0.50
FENE-CR,  = 0.25
























































U Wi = 1.0
newtoniano
FENE-CR,  = 0.90
FENE-CR,  = 0.75
FENE-CR,  = 0.50
FENE-CR,  = 0.25
FENE-CR,  = 0.10
= 180°
 
Figura 6.24- Variação de U com β, para diferentes valores de Wi, nas posições 60°, 90°, 120°, 150° e 180°, no plano Z = 0.50. Fluido newtoniano e FENE-CR com Re = 532,       



































   
Figura 6.25- Variação do padrão de escoamento secundário com Wi e L2, na posição θ = 150°. Campos de 




ilustrados os perfil de velocidade axial extraídos do plano central. Assim, em concordância 
com as observações relativas à variação do campo de velocidade com Wi  (Figura 6.1), na 
primeira metade da curva o escoamento de fluido FENE-CR não é afectado pela 
extensibilidade do polímero nem pelo parâmetro de retardamento, independentemente do 
valor da elasticidade. Esta observação estende-se até ao final da curva para elasticidade 
0.1Wi   no caso do aumento de 2L  (Figura 6.23-a), mas o mesmo não é observado com a 
variação de   (Figura 6.24-a). Para β ≤ 0.5 nas posições angulares 150    (Figura 6.24-a), 
verifica-se um ligeiro deslocamento do máximo de U  no sentido do centro da secção 
transversal. Com o aumento da elasticidade, o efeito dos parâmetros viscoelásticos 2L  (Figura 
6.23) e   (Figura 6.24) é acentuado, verificando-se uma maior transferência da quantidade 
de movimento no sentido do centro da secção transversal. Apesar das semelhanças dos 
efeitos, os parâmetros 2L  e   não afectam o escoamento na mesma medida, por exemplo: 
na Figura 6.23 observa-se maior transferência de quantidade de movimento para 0.5Wi   
mesmo para 
2 50L  , comparativamente ao caso newtoniano; enquanto, na Figura 6.24, não 
se verificam diferenças entre o modelo newtoniano e o modelo FENE-CR para 0.75  , 
mesmo quando a elasticidade é aumentada até 1.0Wi  . Além disso, qualquer que seja o 
valor de Wi  (Figura 6.1),   (Figura 6.24) ou 2L  (Figura 6.23), a transferência de quantidade 
de movimento aumenta com a aproximação do final da curva. 
 








   
Figura 6.26- Variação do padrão de escoamento secundário com Wi , na posição 150   . Campos de 
vectores para fluido FENE-CR com 486Re  , 0.50   e 2 200L  . 
A transferência de quantidade de movimento no plano central, descrita acima, é 
consequência directa das alterações no escoamento secundário, que a extensibilidade 
molecular e a concentração de polímero produzem. Os campos de vectores do escoamento 
transversal, nas Figura 6.25 e Figura 6.27, mostram as mudanças de padrão do escoamento 
secundário de fluido FENE-CR para 532Re   e diferentes valores de Wi , com a variação de 










































   
Figura 6.27- Variação do padrão de escoamento secundário com Wi  e  , na posição 150   . Campos 
de vectores para fluido FENE-CR com 532Re   e 2 100L  . 
A Figura 6.25 mostra que o escoamento secundário desenvolve um par adicional de 
vórtices em todos os casos considerados. Mesmo para o escoamento de fluido viscoelástico 
com 0.10Wi  , onde não se verifica o aumento da transferência de quantidade de 
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movimento com o aumento de 2L  (Figura 6.23-a). Isto é, embora se observe o 
desenvolvimento do par adicional de vórtices para, por exemplo, 
2 50L   e 0.10Wi   (Figura 
6.25), estes não são suficientemente fortes, justificando a inexistência de alterações na 
distribuição de U  ao longo do plano central na mesma posição angular (Figura 6.23-a). A 
Figura 6.25 mostra também que o par adicional de vórtices aumenta com o aumento da 
extensibilidade, e este efeito é acentuado com o aumento da elasticidade. O efeito de 2L  é 
especialmente evidente no caso de inércia mais reduzida (Figura 6.5 e Figura 6.26). Para 
486Re  , o escoamento transita de um para dois pares de vórtices quando a elasticidade é 
mais reduzido: para 
2 100L   a transição ocorre apenas para 1.0Wi   (Figura 6.5); mas para 
2 200L   a transição ocorre a partir de 0.70Wi   (Figura 6.26).  
No caso do parâmetro de retardamento, o desenvolvimento do segundo par de vórtices é 
verificado para   elevado apenas quando a elasticidade é suficientemente elevada (Figura 
6.27). Assim, no caso FENE-CR com 0.90   apenas se verifica para valores de elasticidade 
0.50Wi  , enquanto para 0.75   ocorre para 0.30Wi   (Figura 6.27), embora se verifique 
reversão do escoamento junto da parede exterior da curva para Wi  mais reduzido nos dois 
casos. Apesar do desenvolvimento do par adicional de vórtices (Figura 6.27), a transferência 
de quantidade de movimento no plano central para determinado valor de   é verificada para 
valor de elasticidade mais elevado (Figura 6.24).  
Depois de formado, o segundo par de vórtices aumenta em tamanho quer com o aumento 
de Wi  e de 2L ,quer com a diminuição de   (Figura 6.27). 
 












FENE-CR, L2 = 100





Figura 6.28- Variação de VaY  em função de Wi , para diferentes valores de 
2L , na posição 150   . 
Fluido FENE-CR para 486Re  , 532  e 583  com 0.50  . (NOTA: o símbolo refere o caso com 486Re   e 





















Figura 6.29- Variação de VaY  em função de Wi , para diferentes valores de  , na posição 150   . 
Fluidos FENE-P e FENE-CR com 532Re   e 2 100L  . 
As Figura 6.28 e Figura 6.29 resumem a variação de VaY  com a elasticidade para diferentes 
valores de 2L  e  , respectivamente. A Figura 6.28 vem confirmar que o aumento da 
extensibilidade resulta num aumento de VaY , qualquer que seja o valor de Re  e de Wi , e 
que o efeito de 2L  se torna mais pronunciado com o aumento da inércia e da elasticidade. 
Este resultado é ilustrado para a posição angular 150   , mas é análogo para outras 
posições angulares. Conclusões semelhantes podem ser tiradas da Figura 6.29, onde é 
ilustrada a variação de VaY  com Wi  para diferentes valores de  , considerando o modelo 
FENE-CR com 532Re   e 
2 100L  , na mesma posição angular. 
A variação da velocidade axial máxima ( maxU ) em função de Wi  para diferentes valores 
de 2L , assumindo o modelo FENE-CR com 532Re   e 0.50  , em diferentes posições 
angulares, é ilustrada na Figura 6.30. A magnitude de maxU  aumenta ligeiramente com o 
aumento de Wi  e de 2L , mas apenas até à posição angular 120    (desde a Figura 6.30-a 
até à Figura 6.30-c). A jusante ( 120   , Figura 6.30-d e Figura 6.30-e), o efeito da 
extensibilidade é apenas evidente e importante para 0.4Wi  , onde maxU  diminui com o 
aumento de 2L  e esta diminuição é tanto maior quanto maior a elasticidade. Este 
comportamento é verificado para 0.4Wi   e 0.2Wi   nas posições angulares 150    
(Figura 6.30-d) e 180    (Figura 6.30-e), respectivamente. A diminuição de maxU  com a 
extensibilidade é a consequência do aparecimento e crescimento do segundo par de vórtices 









































































Figura 6.30- Variação de maxU  em função de Wi , para diferentes valores de 
2L , em diferentes 
posições: a) 30    e 60 ; b) 90 ; c) 120 ; d) 150 ; e) 180 . Fluido FENE-CR com 532Re   e 





























































































Figura 6.31- Variação de maxU  em função de modWi , para diferentes valores de  , em diferentes 
posições: a) 30   ; b) 60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Fluidos FENE-CR e FENE-P com 
532Re   e 2 100L  . 
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para fluido FENE-CR com 0.6Wi   e extensibilidade 
2 50L   e 
2 200L  . Os campos de 
vectores mostram que para as situações em que maxU  não diminui (Figura 6.30), o segundo 
par de vórtices existe (Figura 6.32), mas é fraco, e não afecta o valor de maxU  (Figura 6.30). 
 















      
Figura 6.32- Variação do padrão de escoamento ao longo da curva para diferentes 
2L . Campos de 
































Figura 6.33- Variação de maxU  com modWi , para diferentes valores de  , nas posições: a) 120  e b) 
150 . Fluido FENE-CR com 583Re   e 2 100L  . 
A variação de maxU  para diferentes valores de   em função do número de Weissenberg 
modificado ( modWi ), para fluido FENE-CR com 532Re   e 
2 100L  , é ilustrada na Figura 
6.31, em diferentes posições angulares. De forma similar ao observado na Figura 6.30 
aquando do estudo do efeito de 2L , o aumento da elasticidade (sob a forma do parâmetro 
modWi ) e a diminuição de   resulta no aumento de maxU  ao longo de toda a primeira metade 
do comprimento da curva no caso FENE-CR (desde a Figura 6.31-a à Figura 6.31-c). Na 
segunda metade da curva, a variação da magnitude de maxU  não é tão linear: para 0.1  , 
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maxU  diminui ligeiramente com modWi , a partir da posição angular 90    (Figura 6.31-d). O 
mesmo é observado a jusante (Figura 6.31-e) para valores de 0.5  , sendo a taxa de 
diminuição tanto maior quanto menor   e maior modWi : para 0.5  , maxU  diminui a partir 
de 0.6Wi  ; enquanto para 0.25   e 0.10 , maxU  começa a diminuir para 0.4Wi   e 0.2 , 
respectivamente. No final da curva (Figura 6.31-f), depois de diminuir, a variação de maxU  
inverte e começa a aumentar para 0.5  . Este comportamento é acentuado com o aumento 
da inércia para 583Re   (Figura 6.33), que passa a ocorrer numa posição a montante e para 
valor de   mais elevado (isto é, 120    para 0.5  , na Figura 6.33-a). 
A diminuição de maxU  está associada à intensificação do escoamento secundário, pelo 
aparecimento e aumento do par adicional de vórtices. No entanto, também aqui a diminuição 
de maxU  só acontece quando o par de vórtices adicional tem tamanho e intensidade 
suficientes para alterar a sua magnitude. Por exemplo, na Figura 6.31-e, maxU  diminui apenas 
nos casos onde 0.5  , porém, na Figura 6.27, verifica-se que nesta posição angular o par de 
vórtices adicional desenvolve-se mesmo para 0.5  , quando 0.5Wi  . O sequente aumento 
de maxU  está associado à diminuição da intensidade do escoamento transversal devido ao 
escoamento “caminhar” mais rapidamente para o estado de desenvolvimento completo 
quando   diminui, tal como discutido em relação à Figura 6.4. 
 
6.2.2.1. Efeito do modelo viscoelástico: FENE-CR e FENE-P 
Comparando os perfis das componentes axial e transversal da velocidade para modelos 
viscoelásticos FENE-CR e FENE-P, considerando diferentes valores de 2L , verifica-se que as 
diferenças entre os modelos diminuem com o aumento de 2L : para 
2 50L   (Figura 6.34-a), o 
modelo FENE-P apresenta uma considerável transferência de quantidade de movimento, 
comparativamente ao modelo FENE-CR; mas quando 2L  é aumentado (Figura 6.34-b), a 
transferência de quantidade de movimento é incrementada no caso FENE-CR, mas no caso 
FENE-P quase não ocorrem alterações. Estes resultados são confirmados pela distribuição de 
U  na secção transversal apresentados na Figura 6.35, para a posição 150   . A Figura 6.35 
mostram que, a distribuição de U , em particular na região de U  máximo, altera-se 
significativamente com o aumento de 2L  no caso FENE-CR, mas mantém-se praticamente 
inalterada no caso FENE-P (Figura 6.35).  
Como consequência, a diferença entre os modelos viscoelásticos é também considerável 
quando avaliada a componente transversal V  da velocidade, em particular para valores de 
2L  mais reduzidos (Figura 6.34). Assim, nas condições de escoamento consideradas, V  é 
maior no modelo FENE-P quando comparado com o modelo FENE-CR, independentemente do 
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valor de 2L , em particular na região do par adicional de vórtices. Quando 
2 50L   (Figura 
6.34-a) esta diferença é significativa, porém diminui com o aumento de 2L  para 200  (Figura 
6.34-b). Além disso, enquanto no modelo FENE-CR o aumento de 2L  intensifica o escoamento 
transversal, no modelo FENE-P quase não produz alterações. Aliás, olhando para a variação 
local de U  e V , com o aumento de 2L  na Figura 6.36, verifica-se que na primeira metade da 
curva a evolução da velocidade depende apenas do modelo viscoelástico. Na segunda metade 
da curva, apenas o modelo FENE-CR passa a depender de 2L  (Figura 6.36). Estes resultados 
são ainda confirmados nas Figura 6.37 e Figura 6.38, que comparam a variação de H  e de 
VaY , respectivamente, com diferentes valores de 
2L , para os modelos FENE-P e FENE-CR. 
A helicidade do par principal de vórtices, na posição angular 150   , pouco ou nada se 
altera com o aumento da extensibilidade nos dois modelos viscoelásticos (Figura 6.37). Já a 
intensidade do movimento helicoidal dos vórtices adicionais aumenta claramente com o 
aumento de 2L  no caso FENE-CR, mas no modelo FENE-P, a intensidade dos vórtices é muito 
pouco afectada. 
A Figura 6.38, que resume a variação de VaY  com 
2L  ao longo da curva ( ), mostra que o 
aumento de 2L  não altera VaY  no modelo FENE-P, mas aumenta VaY  no modelo FENE-CR. De 
uma forma geral, o tamanho do par adicional de vórtices aumenta ao longo da curva nos dois 
modelos. Porém, o desenvolvimento do par adicional de vórtices ocorre para uma posição 
angular a montante no caso FENE-P, quando comparado com o modelo FENE-CR ( 50    e 
60   , respectivamente). Além disso, no caso FENE-P para 50 90    , VaY  diminui antes 
de aumentar. Este comportamento é justificado pela formação do par adicional de vórtices 
embebido na significativa região de reversão do escoamento desenvolvida. Isto é, o par 
adicional de vórtices em si é diminuto, mas o processo de determinação de VaY  adoptado 
implica que toda a região de reversão do escoamento seja contabilizada. Estes resultados são 
ilustrados na Figura 6.39. 
As diferenças entre os dois modelos viscoelásticos produzidas pela variação de  , é 
ilustrada na Figura 6.40 para o caso 532Re  , 0.5Wi   e 
2 100L  , na posição angular 
150   , onde são representados os perfis da componente U  (Figura 6.40-a) e V  (Figura 
6.40-b). Observa-se uma maior transferência de quantidade de movimento no sentido do 
centro da secção com a diminuição de  , nos dois modelos, mas é sempre maior para caso 
FENE-P comparativamente ao caso FENE-CR. Apesar das diferenças, a distribuição de U  nos 
dois modelos viscoelásticos tendem a aproximar-se com a redução de   (Figura 6.40-a), e o 
mesmo tipo de comportamento é registado para a componente V  (Figura 6.40-b). O efeito de 
  concentra-se junto da parede exterior da curva, onde se observa que o pico máximo de 
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sinal positivo desenvolvido é tanto maior quanto menor o valor de  , é sempre maior no 
modelo FENE-P, mas a diferença entre os modelos tende a diminuir (Figura 6.40-b). 
 













= 30 = 60 = 90
= 120 = 150 = 180
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FENE-CR= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180
 













= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180
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FENE-CR= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180
 
Figura 6.34- Distribuição de U  e V  ao longo da curva, para: a) 2 50L   e b) 2 200L  . Comparação 
entre fluido FENE-CR e FENE-P com 532Re  , 0.5Wi   e 0.50  . 
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Figura 6.35- Distribuição de U  para diferentes valores de 2L , na posição angular 150   . 
Comparação entre fluido FENE-CR e FENE-P com 532Re  , 0.5Wi   e 0.50  . 
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Figura 6.36- Evolução local de: a) U ; e b) V , ao longo do comprimento da curva, no ponto 
   1 , 0.87,0.52Y Z  , para diferentes valores de 2L . Comparação entre os modelos FENE-P e FENE-
CR com 532Re  , 0.50   e 0.5Wi  .  
A evolução local de U  e V , na Figura 6.41, vem confirmar que, nas mesmas condições de 
escoamento, o efeito de   sobre o escoamento de fluido FENE-P é significativo, ao contrário 
do que acontece com o aumento da extensibilidade (Figura 6.36), em particular na segunda 
metade da curva. Nota-se, assim, que as propriedades fluidificantes do modelo FENE-P são 
acentuadas em maior medida pelo parâmetro de retardamento comparativamente à 
extensibilidade, intensificando o escoamento secundário para as mesmas condições de 
escoamento. Aliás, analisando os campos de vectores para o modelo FENE-P na Figura 6.42, 
observa-se que o par adicional de vórtices desenvolve-se mesmo para 0.10Wi   com 
0.50  , ao contrário do que acontece com o modelo FENE-CR (Figura 6.27), para o qual só 
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se verifica a formação do par adicional de vórtices quando 0.50   para 0.10Wi  , 
confirmando a análise anterior. 
 
















   
Figura 6.37- Distribuição de H  para diferentes valores de 2L , na posição 150   . Comparação entre 
fluido FENE-CR e FENE-P com 532Re  , 0.50Wi   e 0.50  . 

















Figura 6.38- Variação do tamanho dos vórtices adicionais ( VaY ) com 
2L  ao longo da curva, para 
532Re  , 0.5Wi   e 0.50  . Comparação entre os modelos FENE-CR e FENE-P. 
A intensidade do movimento helicoidal dos vórtices com a diminuição de   pode ser 
comparada na Figura 6.43, para os mesmos casos ilustrados na Figura 6.40. Na Figura 6.43, 
observa-se que os vórtices adicionais aumentam de intensidade com a diminuição de   nos 
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dois modelos viscoelásticos, sendo superior no caso FENE-P em comparação ao caso FENE-CR. 
Já a helicidade do par principal de vórtices é pouco afectada pela diminuição de   nos dois 
modelos viscoelásticos (Figura 6.43). 
 
40    50    60    70    
    
Figura 6.39- Variação do padrão de escoamento secundário ao longo da curva. Fluido FENE-P com 
532Re  , 0.5Wi  , 0.50   e 2 200L  . 
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= 0.90 = 0.75 = 0.50 = 0.25 = 0.10
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FENE-CR= 0.90 = 0.75 = 0.50 = 0.25 = 0.10
 
Figura 6.40- Variação de: a) U  e b) V  para diferentes valores de  , no plano 0.5Z  , na posição 
150   . Comparação entre os modelos FENE-CR e FENE-P com 532Re  , 0.50Wi   e 2 100L  . 
A variação do tamanho dos vórtices ao longo da curva é resumida na Figura 6.44, para 
diferentes valores de   e modelos viscoelásticos. O mesmo comportamento descrito na 
Figura 6.38, com o aumento da extensibilidade, é verificado na Figura 6.44, com a diminuição 
de  . Porém, nas condições de escoamento consideradas, enquanto no modelo FENE-P o 
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aumento da extensibilidade não afecta a variação de VaY  (Figura 6.38), já o efeito da 
diminuição de   é significativo nos dois modelos viscoelásticos (Figura 6.44). 
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Figura 6.41- Evolução local de: a) U  e b) V  ao longo do comprimento da curva, para diferentes valores 
de  , no ponto    1 , 0.87,0.52Y Z  . Comparação entre os modelos FENE-P e FENE-CR com 
532Re  , 2 100L   e 0.50Wi  . 







   
Figura 6.42- Variação do padrão de escoamento secundário com  , na posição angular 150   . 
Campos de vectores para fluido FENE-P com 532Re  , 0.1Wi   e 2 100L  .  
A variação de maxU  para o caso FENE-P, ilustrado anteriormente na Figura 6.31, é 
consideravelmente diferente, quando comparado com o modelo FENE-CR, revelando o feito 
fluidificante deste modelo. No início da curva (Figura 6.31-a), maxU  aumenta com a 
diminuição de   para valores de modWi  reduzidos, mas diminui para valores elevados de 
modWi  no modelo FENE-P. A jusante ( 30   ), esta diminuição de maxU  acentua-se com a 
diminuição de   e com o aumento de modWi , excepto para 0.90  , que praticamente não 
varia com modWi  em todo o comprimento do canal. A Figura 6.31 mostra ainda que ao  longo 
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da curva, as diferenças entre os modelos viscoelásticos são sempre significativas, em 
particular a partir de mod 0.1Wi  , em que o valor de maxU  é, de um modo geral, inferior para 
o modelo FENE-P. Este resultado é justificado pela intensificação do escoamento transversal 
no modelo FENE-P observada e discutida anteriormente.  
 
















    
Figura 6.43- Distribuição de H  na secção transversal com variação de  , na posição angular 150   . 
Comparação entre os modelos FENE-CR e FENE-P com 532Re  , 0.50Wi   e 2 100L  . 

















Figura 6.44- Variação de VaY  ao longo da curva, para diferentes valores de  . Comparação entre os 
modelos FENE-P e FENE-CR com 532Re  , 0.5Wi   e 2 100L  . 
Na Figura 6.45 é comparada a distribuição das componentes normais ( XX , YY  e ZZ ) e 
de corte ( XY ) da tensão polimérica, assim como das primeira e segunda diferenças de 
tensões normais ( 1N  e 2N ) no plano central, dos modelos FENE-P e FENE-CR para diferentes 
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valores de 2L , na posição angular 150   . Em todas as componentes das tensões 
consideradas, o efeito de 2L , de uma forma geral, concentra-se na metade da secção 
transversal da parede exterior da curva (1 0.5Y  ) onde é evidente. A variação da 
distribuição das compoenentes da tensão, e consequentemente das diferenças de tensões 
normais, é semelhante à observada na Figura 6.18 aquando da análise do efeito da 
elasticidade. Assim, o aumento da extensibilidade (Figura 6.45) tem o mesmo efeito que o 
aumento da elasticidade (Figura 6.18), que é intensificado pelas propriedades fluidificantes 
do modelo FENE-P (Figura 6.18 e Figura 6.45). O mesmo tipo de variação no plano central é 
registada, nos dois modelos viscoelásticos, quando o valor de   é diminuído.  
A variação local das diferentes componentes da tensão ao longo da curva e das resultantes 
diferenças de tensões normais é ilustrada na Figura 6.46 para diferentes valores de  , 
considerando os modelos FENE-CR e FENE-P. A evolução das componentes da tensão é 
consideravelmente afectada pelo parâmetro   nos dois modelos viscoelásticos, em particular 
na segunda metade da curva. Em geral, a diminuição de   aumenta as tensões em valor 
absoluto. O modelo FENE-P antecipa as alterações verificadas ao longo da curva, por 
desenvolver mais rapidamente o segundo par de vórtices relativamente ao caso FENE-CR.  
A tensão normal XX  (Figura 6.46-a) entra na curva com um valor 0 , que depende do 
valor de   (é tanto maior quanto maior o valor de  ), mas é praticamente independente do 
modelo viscoelástico. O mesmo é verificado para XY  (Figura 6.46-d) e 1N  (Figura 6.46-e). A 
magnitude de XX  e XY  diminui consideravelmente em todas as situações simuladas até 
30   , a jusante volta a aumentar. Porém, para XX  com 0.90   e XY  com 0.50  , 
atinge valor constante nos dois modelos viscoelásticos. Para 0.90  , a variação de XX  
primeiro oscila, mas tende para um valor constante, cuja magnitude depende mais de   do 
que do modelo de fluido. O valor de XX  e de XY  no final da curva é, no entanto, tanto 
maior quanto menor   nos dois modelos viscoelásticos. A evolução local das componentes 
normais YY  e ZZ  (Figura 6.46-b e Figura 6.46-c) é praticamente constante e próxima de 
zero nos modelos FENE-P e FENE-CR com 0.90  , e FENE-CR com 0.75  . Para valores de 
  inferiores a variação é semelhante nas duas componentes, mas com sinal contrário: 
quando o escoamento entra na curva e desenvolve um escoamento transversal significativo na 
direcção da parede exterior da curva, YY  desenvolve um pico negativo nessa região da 
curva. Já no caso da ZZ , a mudança de direcção do escoamento que neste ponto circula ao 
longo do plano central e no sentido da parede lateral superior, resulta no desenvolvimento do 
pico positivo nesta região da curva. A magnitude destes picos é tanto maior quanto menor  , 










































































Figura 6.45- Variação de: a) XX ; b) YY ; c) ZZ ; d) 1N ; e) 2N ; e f) XY , no plano 0.50Z  , na 
posição 150   , para diferentes valores de 2L . Comparação entre os modelos FENE-P e FENE-CR com 










































































Figura 6.46- Variação de: a) XX ; b) YY ; c) ZZ ; d) XY  ; e) 1N ; f) 2N , ao longo da curva, no ponto 
(1 , ) (0.87,0.52)Y Z  , para diferentes valores de  . Comparação entre os modelos FENE-P e FENE-
CR com 532Re  , 0.5Wi   e 2 100L  .  
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componentes diminuem em valor absoluto para valores 0 . Ainda na primeira metade da 
curva, as componentes YY  e ZZ  mudam de sinal com o desenvolvimento do segundo par de 
vórtices que vai reverter localmente o sentido de circulação do escoamento secundário. Na 
segunda metade da curva, aumentam significativamente em valor absoluto com a diminuição 
de  , e no final da curva estas componentes normais da tensão são superiores par o modelo 
FENE-CR com 0.50  .  
As diferenças de tensões normais ( 1N  e 2N ) apresentam uma evolução ao longo da curva 
semelhante à componente normal local dominante: 1N  varia à semelhança de XX  (Figura 
6.46-e); e 2N  varia da mesma forma que YY  (Figura 6.46-f). 
 
6.3.Conclusões 
O fluido FENE-CR permite a investigação dos efeitos elásticos na ausência dos efeitos da 
viscosidade reofluidificante que existe frequentemente em fluidos reais, em contrapartida, o 
fluido FENE-P tem a particularidade de apresentar efeitos da viscosidade reofluidificante. Os 
resultados apresentados confirmam a conclusão geral de Phan-Thien & Zheng (1990) de que a 
linha de evolução do escoamento em curvas apresenta semelhanças qualitativas 
independentes do modelo reológico usado para caracterizar o fluido.  
Na primeira metade da curva (até 90 ), o escoamento é fortemente dependente da 
combinação da geometria e da inércia, e os parâmetros que quantificam a elasticidade pouco 
ou nada afectam o desenvolvimento do escoamento na gama estudada. Nesta zona, a 
combinação da inércia e do efeito da curvatura, é responsável por empurrar o fluido para fora 
e manter a velocidade máxima junto à parede exterior da curva, gerando uma distribuição 
desigual da velocidade. A não uniformidade do campo de velocidades axial resulta no 
desenvolvimento do escoamento secundário inicial, constituído por um par de vórtices, da 
mesma forma que no escoamento de fluido newtoniano caracterizado no Capítulo 5.  
Na segunda metade da curva, o desenvolvimento do escoamento passa a ser dependente 
do modelo reológico e dos parâmetros viscoelásticos admitidos, uma vez que estes 
parâmetros passam a controlar o aparecimento do par adicional de vórtices. Os resultados 
revelam ainda que a elasticidade e cada parâmetro adimensional dos modelos viscoelásticos 
têm o mesmo efeito qualitativo. No modelo FENE-CR, aumentando 2L , aumentando Wi  e 
diminuindo  , todos levam à antecipação do aparecimento de um par adicional de vórtices 
de contra-rotação, junto à parede exterior da curva, para Re  mais reduzido do que na 
ausência de elasticidade. Este fenómeno é responsável pela transferência de quantidade de 
movimento desde a parede exterior da curva para o centro do canal, onde a quantidade de 
movimento é mais reduzida. Consequentemente, a magnitude de maxU  diminui, mas a 
magnitude das componentes transversais da velocidade, das tensões e do gradiente 
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transversal da pressão são aumentadas localmente. O par adicional de vórtices é mais 
reduzido em tamanho do que o par principal de vórtices, mas a sua intensidade pode igualar a 
do par principal de vórtices, dependendo das condições de escoamento.  
No modelo FENE-P, o aumento de Wi  e a diminuição de   acentua o efeito fluidificante 
do fluido, mas o efeito do aumento de 2L  é consideravelmente reduzido nas condições de 
escoamento consideradas. A propriedade fluidificante do modelo FENE-P resulta na 
antecipação do desenvolvimento do segundo par de vórtices. Estes vórtices tendem a 
desenvolver-se em posições a montante e para valor de Wi  mais reduzido, apresentando, em 
geral, maior dimensão e intensidade, comparativamente ao modelo FENE-CR para as mesmas 
condições de escoamento. Os resultados apresentados confirmam os resultados de Helin et al. 
(2009), permitindo-nos dizer que a presença de reofluidificação actua na mesma direcção da 
elasticidade do fluido, na medida em que favorece a transição do escoamento secundário de 
um para dois pares de vórtices. 
O escoamento em canais curvos é fortemente dependente da geometria, e é necessário 
precaução quando são feitas comparações de resultados. Para a mesma geometria, a 
dependência do aparecimento do par adicional de vórtices com a inércia e com a elasticidade 
foi também verificado por Helin et al. (2009) para os modelos PTT e Oldroyd-B com 1 9  . 
O desenvolvimento do par adicional de vórtices foi observado para fluido PTT modificado, 
para número de Deborah ( De ) 0.4  e 486Re  , mas para o fluido Oldroyd-B foi apenas 
reportado para 583Re  . O mesmo foi observado por Boutabaa et al. (2009) e Mompean & 
Thais (2010) para fluido PTT. Nos resultados aqui apresentados, para 486Re  , o par 
adicional de vórtices é observado quando 0.7Wi   com 0.50   e 2 100L   no modelo 
FENE-CR, mas é antecipado para valores de Wi  mais reduzidos quando 
2L  é aumentado e   
é reduzido. Estes valores de transição podem ser ainda mais reduzidos para o modelo 
reológico FENE-P.  
Noutras geometrias de secção quadrada, o mesmo tipo de conclusões foi obtido para 
outros modelos não-newtonianos. Por exemplo, para o fluido inelástico de lei de potência, 
Shanthini & Nandakumar (1986), Fellouah et al. (2006b) e Fellouah et al. (2010) verificaram 
que o aumento de n  resulta num aumento da intensidade do escoamento secundário. Hadi et 
al. (2005) e Norouzi et al. (2010a) verificaram que no escoamento de fluido de 2ª ordem, o 
escoamento secundário é intensificado pelos parâmetros viscoelásticos da mesma forma que a 
inércia. Já o carácter pseudoplástico de um fluido, por exemplo, enfraquece o escoamento 
secundário, tal como verificado por Fellouah et al. (2006b) e Fellouah et al. (2010) para 
fluido de Bingham.  
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Capítulo 7.  
Escoamento em canais com diferentes 
curvaturas 
Os canais curvos podem apresentar diferentes geometrias e a escolha da geometria 
adequada depende da aplicação a que se destina. Podem ter a forma de: cotovelos 
(comprimento angular 90  ); curva simples (comprimento angular 360  ); toro (canal com 
curvatura constante, comprimento angular igual a 360  e passo nulo); helicoidal (canal com 
curvatura constante e passo); espiral (canal sem curvatura constante e pode ter passo ou 
não); serpentina (canal com curvatura periódica e passo nulo); e geometrias caóticas 
(combinações de curvas). Os canais do tipo toro são preferidos nos estudos analíticos e 
permitem investigar o escoamento através de curvas com comprimento infinito e regime 
completamente desenvolvido. Na prática, porém, os canais curvos são de comprimento finito 
e na maior parte das situações o escoamento está em desenvolvimento. Os canais do tipo 
cotovelo e curva simples são, na sua maioria, encontrados em sistemas vasculares biológicos, 
e em aplicações industriais e de engenharia. São usualmente utilizados em mudanças de 
direcção do escoamento, alteração rápida da estrutura do escoamento em secções de canais 
rectos e para aumento da transferência de massa e permuta de calor. Os canais helicoidais, 
em espiral, serpentinas e geometrias caóticas têm também uma extensa aplicabilidade 
industrial e de engenharia, em particular no aumento de eficiência na permuta de calor, 
transferência de massa e mistura.  
Sendo o escoamento em curva fortemente dependente da geometria, quando os 
parâmetros geométricos (tais como, a forma e dimensão da secção transversal, a curvatura, o 
passo e a uniformidade destes parâmetros) são variados vai, inevitavelmente, resultar em 
alterações significativas do escoamento.  
Por definição, o escoamento em canais curvos depende de dois parâmetros essenciais: o 
número de Reynolds ( Re ) e a curvatura ( C d R ). Quando a curvatura é nula ( 0C  ) 
estamos perante um canal recto; quando a curvatura tende para zero ( 0C   onde R d ) 
a curva é ligeira; e quando a curvatura tende para a unidade ( 1C   onde R d ) a curva é 
acentuada.  
De uma forma geral, os estudos relativos ao efeito da curvatura demonstram que a 
estrutura do escoamento e a sua resistência, depende em menor escala da curvatura 
separadamente do que de Dn . O efeito da curvatura sobre o escoamento não é linear, pois 
depende em grande medida das condições de escoamento e da secção transversal. Porém, 
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quando 0C   o escoamento tende a igualar o escoamento em canal recto equivalente 
(Norouzi et al. (2010a)). Larrain & Bonilla (1970) e Soh & Berger (1987) verificaram que a 
influência da razão de curvatura é maior para Dn  mais elevados. A resistência do 
escoamento é maior em curvas do que em canal recto quando Dn  aumenta, para qualquer 
razão de curvatura, mas pode ser menor do que num canal recto equivalente, para curvatura 
não nula quando 1Dn  . Para curvas acentuadas ( 0.5C  ), Nunge & Lin (1972) verificaram 
que a resistência do escoamento é maior do que em canais com curvatura menor ( 0.01C  ). 
Austin & Seader (1973) mostraram numericamente que para baixo Dn , a distribuição da 
pressão (factor de atrito) depende apenas de Dn , mas para elevado Dn  passa a depender 
de Dn  e de C , onde o efeito da curvatura é tanto maior quanto maior for Dn . Cheng et al. 
(1976) observaram que o efeito da curvatura pode ser negligenciado quando 10cR R d  , 
mas Snyder et al. (1985) defendem que a curvatura começa a modificar o escoamento quando 
140R d  .  
A variação do críticoDn  de transição (de padrão de escoamento com 2 para 4 vórtices) foi 
ilustrada por Sugiyama et al. (1983), Thangam & Hur (1990) e por Fellouah et al. 
(2006a,2006b) para diferentes valores de R d . Verificaram que críticoDn  aumenta quando 
R d  diminui. Esta variação está associada ao aumento da força centrifuga com a diminuição 
de R d . Além disso, para R d  reduzido, a transição do padrão de escoamento depende de 
Dn  e de R d , mas para R d  elevado é caracterizada apenas por Dn. Siggers & Waters 
(2005) verificaram que a curvatura do canal tem influência quer no aparecimento de soluções 
múltiplas e na forma da solução, quer no valor de críticoDn . A variação de críticoDn  com R d  
apresentada por diferentes autores é ilustrada na Figura 7.1. De uma forma geral, os 
resultados da literatura indicam que o valor de críticoDn  diminui com o aumento do valor de 
cR .  
A curvatura tem um efeito estabilizador do escoamento, aumenta críticoRe  de transição e, 
consequentemente, retarda a transição de regime laminar para regime turbulento. Este facto 
foi mostrado experimentalmente por Cioncolini & Santini (2006a), que consideraram um 
conjunto de 12 canais helicoidais com passo muito reduzido, e por isso negligenciável, com 
curvatura a variar num intervalo de 6.9 369R d  , para uma gama de Re  elevada (
63000Re  ).  
Uma forma particularmente interessante de verificar o efeito da curvatura sobre o 
escoamento é através de canais em espiral sem passo, onde o escoamento é sujeito a um 
aumento ou diminuição progressiva da curva, dependendo do sentido do escoamento. Este 
estudo foi realizado, por exemplo, por Snyder et al. (1985) e Mees et al. (1996b). Um 
comportamento interessante do escoamento através de canal em espiral é o aparecimento de 
soluções oscilatórias no espaço. Isto deve-se ao facto de, em canais do tipo espiral, o 
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escoamento sofre um aumento do Dn ao longo do comprimento do canal, relativamente ao 
valor imposto à entrada do canal, devido à diminuição da curvatura. O aumento de Dn resulta 
no aparecimento de instabilidade do escoamento que se desenvolvem no espaço. A solução do 
escoamento secundário torna-se oscilante, variando o padrão de escoamento entre 2 e 4 
vórtices, simétricos e assimétricos. Estas instabilidades não são, no entanto, dependentes do 
tempo. 
 














Fellouah et al. (2006), A = 1, numérico
Fellouah et al. (2006), A = 8, numérico
Sugiyama et al. (1983), A=0.5, experimental
Sugiyama et al. (1983), A=1, experimental
Sugiyama et al. (1983), A=1.25, experimental
Sugiyama et al. (1983), A=1.5, experimental
Sugiyama et al. (1983), A=2, experimental
Sugiyama et al. (1983), A=2.5, experimental
Hille et al. (1985), A=1, numérico
Bara et al. (1992), A=1, experimental
Thangam & Hur (1990), A=1, numérico
Hwang & Chao (1991), A=1, numérico
 
Figura 7.1- Variação do críticoDn  com cR , para canais de secção rectangular com diferentes valores de 
A, obtido por diferentes autores. (adaptado de Fellouah et al. (2006)) 
7.1. Descrição do problema 
Neste capítulo, é discutido o efeito da curvatura sobre o escoamento em desenvolvimento 
de fluido newtoniano e viscoelástico. Para o efeito, é considerada a geometria genérica da 
Figura 4.7, onde os valores de 
1R  e de 2R  são variados mantendo a secção transversal 
quadrada ( 1d h  , com razão de aspecto 1A d h  ), obtendo canais com razões de 
curvatura a variar num intervalo 1 16cR R d   , isto é, uma gama de curvaturas onde o 
efeito da curva é significativo (Cheng et al. (1976) e Snyder et al. (1985)).  
O escoamento de fluidos newtoniano e viscoelástico FENE-CR e FENE-P é analisado 
separadamente. Enquanto, para fluido newtoniano o efeito da curvatura é avaliado para 
diferentes valores de Re, para fluido viscoelástico os efeitos da elasticidade (Wi), da 
extensibilidade (
2L ) e do parâmetro de retardamento (  ) em escoamentos inerciais são 
analisados mantendo o número de Dean (Dn) constante, com valor igual Dn= 125. Este valor 
de Dn é assumido pelo facto de na curva com 15.1cR   (valor mais elevado da razão de 
curvatura considerado neste trabalho), o escoamento atinge desenvolvimento completo 
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dentro do comprimento da curva e também pelo facto de não se verificar o desenvolvimento 
do par adicional de vórtices no caso newtoniano. Os parâmetros viscoelásticos são variados 
admitindo os seguintes intervalos: 0 1Wi  , 
250 200L   e 0.0 1.00  . Os 
parâmetros geométricos da curva e de escoamento considerados são resumidos na Tabela 7.1. 
As condições fronteira são as assumidas nos Capítulo 5 e 6, descritas no Capítulo 3. 
Tabela 7.1- Parâmetros geométricos dos canais curvos.  






  A  cR R d  Dn Re d R  Re  . . . .c e c sX X  






II 7  8  7.5  7.5  342  
III 3  4  3.5  3.5  234  
IV 1  2  1.5  1.5  153  
Tabela 7.2- Características das malhas dos diferentes canais curvos. 
Curva  NX NY NZ   Xf  Yf  Zf  NCV 
I 
Canal 
entrada 30 20 20   0.91772 1.00000 1.00000 
152400 Curva 321 20 20   1.00000 1.00000 1.00000 
Canal saída 30 20 20   1.05029 1.00000 1.00000 
II e III 
Canal 
entrada 30 31 31   0.88529 1.00000 1.00000 
231601 Curva 181 31 31   1.00000 1.00000 1.00000 
Canal saída 30 31 31   1.12958 1.00000 1.00000 
IV 
Canal 
entrada 30 31 31   0.91666 1.00000 1.00000 
279651 Curva 181 31 31   1.00000 1.00000 1.00000 
Canal saída 80 31 31   1.09092 1.00000 1.00000 
 
As características das malhas usadas para cada curva são resumidas na Tabela 7.2. A 
diminuição da razão de curvatura exigiu um maior refinamento da malha, pois embora 
teoricamente a redução da curvatura tenha como consequência o aumento do Dn crítico de 
transição do escoamento (de um para dois pares de vórtices), o escoamento torna-se não-
estacionário para valor de Re mais reduzido. Por este motivo, para cR  reduzido, a 
convergência numérica das simulações revelou ser mais difícil de atingir quer com o aumento 
da inércia quer com o aumento dos parâmetros viscoelásticos.  
7.2. Resultados 
O escoamento em curva é fortemente dependente da geometria do canal. Para razão de 
curvatura ( cR R d ) elevada, o efeito da curvatura pode ser negligenciado e o escoamento 
newtoniano é caracterizado apenas por Dn. Contudo, quando R d  toma valor reduzido, tal 
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como nos casos aqui considerados, o efeito da curvatura é superior e o escoamento passa a 
ser caracterizado por R d  e Re, separadamente. O valor de R d  limite para o qual o 
escoamento deixa de ser caracterizado apenas por Dn não é consensual e tão pouco fácil de 
determinar. Pois, requer um estudo sistemático da variação de R d  numa gama considerável 
de valores e em determinadas condições de escoamento constantes. A gama de valores de 
R d  aqui admitida é reduzida e, por esse motivo, é importante ter em conta que a análise 
abaixo apresentada só é válida para as condições de escoamento e geometrias consideradas. 
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Re= 300 Rc= 1.5
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Figura 7.2- Evolução de U  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para diferentes valores de 
Re  para: a) 1.5cR  , b) 3.5cR  , c) 7.5cR   e d) 15.1cR  . Fluido newtoniano com 486Re  . 
7.2.1. Fluido newtoniano 
A curvatura do canal exerce um efeito significativo sobre o escoamento, e a evolução da 
velocidade axial depende quer do valor de cR  quer de Re . Este resultado é ilustrado na 
Figura 7.2, onde é apresentada a evolução da velocidade axial, no ponto central da secção 
transversal, com a variação de Re  para curvas com diferentes valores de cR . A variação da 
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curvatura afecta significativamente o escoamento apenas quando Re  é suficientemente 
elevado. Isto é, independentemente do valor de cR  só se verificam alterações locais no 
escoamento quando 10Re  , e quanto maior Re  mais acentuado será o efeito da curvatura 
(Figura 7.2).  
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Re= 300 Rc= 7.5
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Figura 7.3- Evolução de V  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para diferentes valores de 
Re  para: a) 1.5cR  , b) 3.5cR  , c) 7.5cR   e d) 15.1cR  . Fluido newtoniano com 486Re  . 
O desenvolvimento local de U  ao longo da curva segue uma linha de evolução particular 
que é caracterizada pelo decréscimo da magnitude de U  até um valor mínimo, seguido de 
uma recuperação reduzida. Porém, a magnitude e localização desse mínimo, a extensão da 
recuperação a jusante e o atingir-se ou não o desenvolvimento completo dependem 
significativamente da inércia e da razão de curvatura. Na Figura 7.2 observa-se que a 
distância angular necessária para se atingir desenvolvimento completo aumenta com Re  
independentemente do valor de cR , e aumenta com a diminuição de cR  para valores de 
10Re  . O valor mínimo de U  é tão mais reduzido quanto maior o valor de Re  
independentemente de cR , mas é tanto menor quanto menor o valor de cR  para o mesmo 
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valor de Re . A localização deste mínimo desloca-se para jusante com a diminuição de cR , e 
praticamente não é afectada por Re . A Figura 7.2-d mostra ainda que, ao contrário do que 
defende Cheng et al. (1976), mas de acordo com Snyder et al. (1985), o efeito da curvatura 
não pode ser negligenciado para 10cR  .  
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Figura 7.4- Variação de: a) U  e b) V  com cR , no plano 0.50Z  , na posição 0   . Fluido newtoniano 
com 125Dn  . 
A evolução local da componente transversal V  da velocidade, que reflecte a magnitude 
do escoamento secundário, é ilustrada na Figura 7.3 para as mesmas condições de 
escoamento ilustradas na Figura 7.2. A Figura 7.3 mostra que também a linha de evolução de 
V  apresenta as características próprias do escoamento em curvas: o desenvolvimento de um 
pico no sentido negativo (característico do desenvolvimento do escoamento secundário no 
sentido da parede exterior da curva); seguido da diminuição da magnitude absoluta e, para 
determinadas condições de escoamento, o aumento de V  no sentido positivo (indicador da 
reversão do sentido do escoamento transversal local, na direcção do centro da secção).  
Tal como na evolução de U , o aumento de V , a localização do valor máximo e a 
posterior adaptação à curva dependem consideravelmente da razão de curvatura e da inércia. 
No início da curva, a magnitude absoluta da componente V , no centro da secção transversal, 
aumenta consideravelmente com a diminuição de cR  independentemente do valor de Re , e 
com o incremento de Re  em todas as curvas. Este comportamento é uma consequência 
directa do aumento da intensidade do escoamento secundário, devido ao aumento da força 
centrífuga com a diminuição de 
cR  e o aumento da inércia. Assim, por exemplo, para 
1.5cR   a magnitude de V  é significativa, mesmo para 10Re   (Figura 7.3-a), e na ordem 
de grandeza da magnitude de V , na curva 15.1cR  , quando 100Re   (Figura 7.3-d). Além 
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disso, para 15.1cR  , escoamento secundário local atinge o desenvolvimento completo na 
curva para valor de inércia tão elevado quanto 486Re  , enquanto para 1.5cR   o mesmo 
não se verifica até para 10Re  . 
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Figura 7.5- Variação de U  com cR , no plano 0.50Z  , em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 



















































    
Figura 7.6- Evolução da distribuição de U  na secção transversal, ao longo da curva, para diferentes 

























































































Figura 7.7- Variação de V  com cR , no plano 0.50Z  , em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 
60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Fluido newtoniano com 125Dn  . 
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Figura 7.8- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo da curva, para diferentes valores de 
cR . Campos de vectores para fluido newtoniano com 125Dn  .  
Avaliando agora as diferenças no desenvolvimento do escoamento ao longo do plano 
central ( 0.5Z  ), para as diferentes geometrias assumindo 125Dn  , observam-se 
diferenças que surgem logo à entrada da curva (Figura 7.4). Em particular, quando a razão de 
curvatura é diminuída observam-se alterações no escoamento a montante da entrada da 
curva. Isto é, nas curvas com 3.5cR   o perfil de velocidade axial é simétrico, com o máximo 
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da velocidade axial no centro da secção (Figura 7.4-a). Mas, para 
cR  mais reduzido o máximo 
de U  é ligeiramente deslocado no sentido da parede interior da curva, e este deslocamento 
é tanto maior quanto menor o valor de 
cR  (Figura 7.4-a). Na Figura 7.4-b, verifica-se ainda a 
existência de escoamento transversal à entrada da curva para os casos onde ocorre o 
deslocamento do perfil de U  no sentido da parede interior da curva. A componente 
transversal V  da velocidade é nula para os casos 3.5cR  , mas é diferentes de zero para os 
casos 3.5cR   e a sua magnitude aumenta com a diminuição de cR . Além disso, a magnitude 
de V  tende a aumentar mais junto da parede interior da curva com a diminuição de 
cR  e 
tem sinal positivo, indicando que o escoamento transversal se desloca no sentido da parede 
interior da curva (Figura 7.4-b). O efeito da curvatura a montante da curva é, em geral, 
verificado em curvas de 90  (Humphrey et al. (1977), Kajishima et al. (1989), Tsai & Shei 
(2007) e Liang et al. (2013)), mas em determinadas condições de escoamento podem ser 
verificadas também em curvas de 180  (Kajishima et al. (1989)). 
Apesar das diferenças nos perfis de U  à entrada da curva, a distribuição de U  no plano 
central ao longo da curva segue o desenvolvimento característico do escoamento em curvas, 
para todas as curvaturas consideradas (Figura 7.5). A jusante da entrada ( 0   ), o pico da 
velocidade axial é empurrado no sentido da parede exterior da curva devido ao efeito da 
força centrífuga, e U  diminui consideravelmente junto da parede interior da curva (Figura 
7.5). Porém, a transferência de quantidade de movimento no sentido da parede exterior da 
curva é mais efectiva para 
cR  elevado nos primeiros 30  (Figura 7.5-a): enquanto para 
15.1cR   o máximo de U  localiza-se junto da parede exterior da curva, para 1.5cR   o 
perfil de U  é aproximadamente simétrico, com o máximo no centro da secção. Este 
comportamento deve-se à alteração do perfil de escoamento à entrada da curva, observada 
nas geometrias com 
cR  reduzido (Figura 7.4-a), que retarda o efeito característico da 
curvatura sobre o escoamento axial (Figura 7.5-a). Com o aumento da distância angular, a 
velocidade axial é redistribuída: a magnitude de U  aumenta junto da parede interior da 
curva e diminui junto da parede exterior da curva (Figura 7.5). Na posição 60    (Figura 
7.5-b), a transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da secção para 
15.1cR  , é evidente, enquanto para 15.1cR   ainda decorre o deslocamento do perfil de 
U  no sentido da parede exterior da curva. A transferência de quantidade de movimento de 
volta ao centro da secção para 15.1cR   só é observada a jusante, nas posições angulares 
90   , 120   e 120   para 7.5cR  , 3.5  e 1.5 , respectivamente (Figura 7.5-c e Figura 
7.5-d). Com esta redistribuição do escoamento na secção transversal, os perfis de U  para as 
diferentes curvas tendem a aproximar-se, mas não se igualam (Figura 7.5-f). Em todos as 
curvas consideradas, o máximo da velocidade axial mantém-se junto da parede exterior da 
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curva, mas a sua magnitude e localização dependem da curvatura. No final da curva, a 
magnitude do valor máximo de U  é, em geral, tanto menor quanto menor 
cR  (Figura 7.5-f). 
A distribuição da velocidade axial na secção transversal, nas diferentes posições angulares, 
ilustra qualitativamente a evolução acima descrita (Figura 7.6). Os contornos exibem o 
máximo de U  deslocado no sentido da parede interior para 3.5cR   e 1.5 , à entrada da 
curva ( 0   , Figura 7.6). Mostram ainda que o deslocamento do máximo de U  no sentido 
da parede exterior da curva é mais eficiente para 15.1cR  , mas a diminuição e dispersão da 
região de U  máximo na secção transversal é superior para 1.5cR   (Figura 7.6).  
O desenvolvimento do escoamento secundário a montante da entrada da curva, para
3.5cR   (Figura 7.4-b), é tão mais intenso quanto mais reduzido cR . Esta relação, também 
documentada por Thangam & Hur (1990), mantém-se em toda a extensão da curva. A 
presença de escoamento transversal à entrada da curva resulta apenas no atraso do 
movimento inicial do escoamento axial no sentido da parede exterior da curva (Figura 7.5 e 
Figura 7.6). Ao entrar na curva, a primeira alteração significativa na distribuição de V  é a 
mudança de sinal: à entrada V  é positivo e o escoamento desloca-se no sentido da parede 
interior da curva (Figura 7.4-b); mas, nos primeiros 30 , o sinal de V  muda para negativo 
indicando que o escoamento transversal passa a ser feito no sentido da parede exterior da 
curva, característico do escoamento em curvas (Figura 7.7-a). A jusante, a magnitude de V  
aumenta em todas as curvas consideradas até à posição angular 60  , e o perfil desloca-se 
ligeiramente no sentido da parede exterior da curva (Figura 7.7-a e Figura 7.7-b). A partir 
desta posição angular ( 60   ), a magnitude de V  diminui e o perfil desloca-se ligeiramente 
no sentido da parede interior da curva (da Figura 7.7-c à Figura 7.7-f). 
No plano central e ao longo de toda a extensão da curva, o escoamento transversal é 
dominado pelo escoamento que se desloca no sentido da parede exterior da curva (Figura 
7.7). Contudo, os campos de vectores da Figura 7.8 mostram, junto da parede exterior da 
curva, o desenvolvimento de regiões de “estagnação” ( 0V  ) e de reversão do escoamento (
0V  ). Isto é, em todas as geometrias, o escoamento secundário é dominado pelo padrão 
constituído por um par de vórtices. Porém, observa-se o desenvolvimento da região de 
reversão de escoamento secundário com intensidade reduzida, em todas as geometrias 
excepto para 1.5cR  . Estas regiões de reversão surgem numa posição tão mais a montante 
quanto maior 
cR , mas não persistem até ao final da curva, em todas as geometrias. A 
intensidade desta região aumenta quando 
cR  é reduzido para 7.5cR  , mas diminui para 
razões de curvatura inferiores. Nas curvas com 7.5cR   e 3.5cR   verifica-se mesmo a 
formação de um segundo par de vórtices nas posições angulares 90  e 120 , 
respectivamente. Estes vórtices são fracos em intensidade e reduzidos em tamanho, e 

































































Figura 7.9- Variação de: a) U  e b) V , ao longo da curva, para diferentes valores de cR . Evolução nos 
pontos (1 , ) (0.50,0.50)Y Z   e (1 , ) (0.50,0.87)Y Z  , para fluido newtoniano com 125Dn  . 
A evolução do escoamento ao longo da curva, no ponto central da secção transversal e 
junto da parede exterior da curva, é comparada para as diferentes razões de curvatura na 
Figura 7.9 e Figura 7.10, através da variação das componentes da velocidade (axial e 
transversal) e da tensão de corte (
XY ), respectivamente, para 125Dn  . 
O desenvolvimento de U  e de V  ao longo do comprimento da curva (Figura 7.9), indica 
que a linha de evolução apresenta as mesmas características para as diferentes geometrias, 
apesar de depender consideravelmente de 
cR . De uma forma geral, a evolução das 
componentes da velocidade é atrasada e estende-se ao longo de uma distância angular mais 
elevada (o comprimento angular é suficiente para que U  atinja um valor constante para 
15.1cR   e 7.5 , o mesmo não acontece para 3.5cR   e 1.5 ) com diminuição de cR  (Figura 
7.9). A transferência de quantidade de movimento no sentido da parede exterior da curva é 
maior com o aumento de 
cR  (Figura 7.9-a): por um lado, no centro da secção transversal, o 
mínimo desenvolvido é tanto menor quanto maior 
cR , e ocorre numa posição mais a 
montante (isto é, ( , ) (29.2 ,1.0773)U    para 15.1cR  , ( , ) (42.5 ,1.0311)U    para 
7.5cR  , ( , ) (36.7 ,1.0565)U    para 3.5cR   e ( , ) (106.7 ,1.2817)U    para 1.5cR  , 
Figura 7.9-a); por outro lado, junto da parede exterior, a magnitude do pico máximo de U  é 
tanto maior e ocorre numa posição tanto mais a montante quanto maior 
cR  (isto é,
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( , ) (21.3 ,1.9695)U    para 15.1cR  , ( , ) (31.3 ,1.9252)U    para 7.5cR  , 
( , ) (47 ,1.8404)U    para 3.5cR   e ( , ) (80 ,1.5477)U    para 1.5cR  , Figura 7.9-a). 
Em seguida, a magnitude de U  aumenta no ponto central da secção transversal e diminui 
ligeiramente na parede exterior, como consequência da transferência de quantidade de 
movimento no sentido do centro da secção verificada na Figura 7.5.  
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Figura 7.10- Variação de XY  com cR , ao longo da curva, nos pontos: a) (1 , ) (0.50,0.50)Y Z   e b) 
(1 , ) (0.50,0.87)Y Z  . Fluido newtoniano com 125Dn  .  
A evolução local da componente transversal V  da velocidade (Figura 7.9-b), confirma a 
existência de escoamento transversal à entrada da curva nas geometrias com 3.5cR   e 1.5  
(no centro para 0   , 0.034V   e 0.101V  , respectivamente). A intensidade do 
escoamento secundário aumenta e o seu máximo ocorre numa posição mais a jusante com a 
diminuição de 
cR  (Figura 7.9-b): V  é negativo e aumenta em magnitude absoluta para todas 
as geometrias, em toda a secção transversal, sendo tanto maior quanto menor 
cR  (por 
exemplo, no centro da secção transversal, 0.200V   , 0.282V   , 0.426V    e 0.648V  
, nas posições angulares 13.5   , 19   , 30.2    e 51.1   , respectivamente, com a 
diminuição de 
cR , na Figura 7.9-b). 
Considerando o desenvolvimento de 
XY  no centro e junto da parede exterior da curva 
(Figura 7.10), observa-se que também a evolução de 
XY  depende consideravelmente da 
geometria. No início da curva, XY  aumenta em magnitude em todas as geometrias, XY  é 
tanto maior quanto maior 
cR  no centro, mas na parede exterior da curva o oposto é 
verificado. Este aumento ocorre tanto mais a montante quanto maior 
cR  (no centro, 
( ,| |) (17.4 ,2.8963)XY    , ( ,| |) (24.6 ,2.6538)XY    , ( ,| |) (36.9 ,1.9356)XY     e 
( ,| |) (68.9 ,0.1871)XY    , com a diminuição de cR , respectivamente, na Figura 7.10-a). A 
jusante, a magnitude local de XY  diminui, como resultado da diminuição da intensidade do 
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escoamento transversal verificado na Figura 7.7 e Figura 7.9-b, e volta a aumentar 
ligeiramente, atingindo valor constante para as geometrias com razão de curvatura 7.5cR  . 
No final da curva, a magnitude deste valor é, em geral, tanto maior quanto maior 
cR , 
excepto para na geometria com 15.1cR   junto da parede exterior da curva (Figura 7.10). 
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Figura 7.11- Variação de cP  ao longo da curva, junto das paredes interior e exterior da curva. Fluido 
newtoniano: a) com 125Dn   e diferentes valores de cR ; b) pormenor da alínea “a)”; e c) com =1.5cR  
e diferentes valores de Re . (NOTA: símbolos abertos = parede exterior; símbolos fechados = parede interior) 
A variação da pressão relativa à pressão medida na entrada da curva (
cP ) para as 
diferentes razões de curvatura, junto das paredes interior e exterior ao longo da curva, é 
ilustrada na Figura 7.11. Esta pressão relativa é dada por ( )
entrada entradac c c
P p p p   , onde p  
é a pressão local e 
entradac
p  é a pressão medida à entrada da secção curva do canal. Este 
parâmetro descreve a variação da pressão que decorre ao longo da curva, eliminando o efeito 
da queda de pressão resultante do escoamento ao longo do canal recto de entrada, onde a 
queda de pressão depende apenas de Re , uma vez que a sua geometria é igual nos canais 
considerados. A Figura 7.11 mostra que a parede exterior da curva é sujeita a maior pressão 
(designada por parede de pressão) relativamente à parede interior (designada por parede de 
sucção). Com a entrada do escoamento na curva, a pressão aumenta junto da parede exterior 
da curva, devido ao deslocamento do escoamento no sentido desta parede, enquanto junto da 
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parede interior da curva a pressão diminui. A diferença de pressão entre as paredes aumenta 
com a diminuição de 
cR  (Figura 7.11-a), e o mesmo ocorre com o aumento de Re  para a 
mesma curvatura (Figura 7.11-c). Esta diferença de pressão entre as paredes é maior na 
primeira metade da curva e diminui ao longo do comprimento angular (Figura 7.11). Todavia, 
a diferença de pressão entre as paredes exterior e interior da curva não é tão acentuado 
como em curvas de 90  (Humphrey et al. (1977), Kajishima et al. (1989), Tsai & Shei (2007) 
e Liang et al. (2013)). Além disso, o maior comprimento angular da curva considerada, neste 
caso de 180 , desenvolve um escoamento secundário menos intenso e permite uma variação 
da pressão mais gradual. 
A queda de pressão ao longo da curva depende fortemente da curvatura do canal (Figura 
7.11-a e Figura 7.11-b), e depende em menor medida da inércia (Figura 7.11-c). A queda de 
pressão é tanto maior quanto maior 
cR  (Figura 7.11-a e Figura 7.11-b), embora o escoamento 
secundário seja mais intenso quando 
cR  diminui. Este comportamento explica-se porque, 
apesar do comprimento angular ser igual nas diferentes geometrias, o comprimento efectivo 
ou do arco da curva aumenta com o aumento de 
cR .  
7.2.2. Fluido viscoelástico 
Considerando as geometrias anteriores (Tabela 7.1 e Tabela 7.2), a mesma análise é em 
seguida efectuada para fluido viscoelástico FENE-CR e FENE-P. Tal como no caso newtoniano 
anterior, o número de Dean admitido é constante e igual a 125Dn  . Para avaliar o efeito da 
razão de curvatura sobre o escoamento viscoelástico, a elasticidade toma, em geral, valores 
0.5Wi  . Para curvas com 
cR  reduzido, em particular para 1.5cR  , o aumento da 
extensibilidade para 
2 100L   e diminuição do parâmetro de retardamento para 0.50  , 
para valores de 0.5Wi  , dificulta a obtenção de soluções estacionárias. Por este motivo, 
para avaliar o efeito de   e de 2L  a elasticidade é constante e igual a 0.30Wi  . 
7.2.2.1. Efeito de Wi 
O efeito da diminuição da razão da curvatura sobre o escoamento, para diferentes valores 
de elasticidade, é averiguado nas Figura 7.12, Figura 7.13 e Figura 7.14, onde são 
apresentados perfis de distribuição das componentes axial e transversal da velocidade, ao 
longo do plano central para fluido FENE-CR.  
À entrada de curva ( 0   ), o perfil de velocidade axial na curva com 1.5cR   apresenta 
um ligeiro deslocamento no sentido da parede interior da curva independentemente do valor 
de Wi , mas para 7.5cR   o perfil de U  não se altera (Figura 7.12-a). A Figura 7.12-b mostra 
a  existência  de  escoamento transversal  à entrada da  curva para a geometria  com 
1.5cR  , tal  como  verificado  no  caso  newtoniano na  Figura 7.4. Contudo, a magnitude da  
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Figura 7.12- Variação de: a) U  e b) V  com cR , no plano 0.50Z  , na posição 0   . Fluido FENE-CR 
com 125Dn  , 0.50  , 2 100L   e para diferentes valores de Wi .  
A jusante da entrada ( 0   ), a distribuição de U  segue a evolução característica do 
escoamento em curvas em todas as geometrias consideradas (Figura 7.13), e descrita 
anteriormente para fluido newtoniano na Figura 7.5. Em toda a extensão da curva, o efeito 
de Wi  sobre a distribuição de U  é secundário comparativamente ao efeito de 
cR  (Figura 
7.13). Todavia, o efeito de Wi  é maior para 
cR  mais reduzido, mas não é linear (Figura 
7.13): para 15.1cR  , Wi  praticamente não afecta U ; para 7.5cR  , Wi  aumenta 
ligeiramente a transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da secção 
transversal, no final da curva; e para 1.5cR   o valor de Wi  afecta apenas a magnitude da 
velocidade axial, onde o aumento de Wi  resulta num aumento do pico máximo de U  (Figura 
7.13).  
A Figura 7.14 mostra que também a distribuição da componente transversal V  da 
velocidade depende em maior medida de 
cR  do que de Wi , e também o efeito da 
elasticidade é mais evidente com a redução de 
cR . A magnitude de V  é consideravelmente 
maior para 1.5cR   do que para cR  mais elevado, em toda a extensão da curva. Porém, 
também aqui o efeito de Wi  nas diferentes curvas não é linear (Figura 7.14): para 15.1cR  , 
Wi  praticamente não afecta V ; para 7.5cR  , Wi  antecipa o desenvolvimento da região de 
reversão do escoamento junto da parede exterior da curva (Figura 7.14 para 90   ); e para 
1.5cR   o valor de Wi  afecta apenas a magnitude de V , em que o aumento de Wi  resulta 
na diminuição de V  (Figura 7.14). O desenvolvimento da região de reversão na curva com 
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7.5cR   é confirmado na Figura 7.15, onde é ilustrada a distribuição de U  na secção 
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Figura 7.13- Variação de U  com cR , no plano 0.5Z  , em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 
60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Fluido FENE-CR com 125Dn  , 0.50   e 2 100L   para 
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Figura 7.14- Variação de V  com cR , no plano 0.5Z  , em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 
60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Fluido FENE-CR com 125Dn  , 0.50   e 2 100L   para 











   
 







   








   
   
Figura 7.15- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com cR , para 
diferentes valores de Wi , na posição 150   . Fluido FENE-CR com 125Dn  , 0.50   e 2 100L  . 
Para o modelo FENE-CR, o efeito de 
cR  sobre o desenvolvimento do segundo par de 
vórtices não é linear, à semelhança do fluido newtoniano. Da mesma forma, a diminuição de 
cR  de 15.1  para 7.5  vai diminuir o valor de Wi  necessário para o desenvolvimento do 
segundo par de vórtices. Mas, a sequente diminuição de 
cR  para 1.5  vai aumentar este valor 
de Wi  crítico, tal como se pode observar na Figura 7.15. A diminuição de 
cR , por um lado 
aumenta a intensidade do escoamento secundário (que estabiliza o escoamento relativamente 
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ao escoamento em canal recto nas mesmas condições), e por outro lado intensifica o efeito 
desestabilizador do aumento da inércia e da elasticidade. A combinação destes efeitos, para 
valores de 
cR  muito reduzidos ( 1.5cR  ), resulta no aumento de críticoWi , mas o escoamento 
torna-se não-estacionário em condições mais débeis. Assim, a diminuição da razão de 
curvatura para 7.5cR   acentua os efeitos desestabilizadores do escoamento gerados pela 
inércia e pela elasticidade, antecipando (para 0.1Wi  ) o desenvolvimento do segundo par 
de vórtices, junto da parede exterior da curva, comparativamente à curva com 15.1cR  . Já 
na diminuição para 1.5cR  , o reduzido comprimento do arco da curva (que limita o 
desenvolvimento do escoamento), e a antecipação da desestabilização do escoamento são 
factores determinantes para o aumento de críticoWi . A redução de cR  resulta, assim, num 
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Figura 7.16- Variação de: a) U  e b) V  com cR , no plano 0.5Z   da posição 150   . Fluido FENE-P 
com 125Dn  , 0.50  , 2 100L   e para diferentes valores de Wi . 
É importante notar que o desenvolvimento do segundo par de vórtices na curva 7.5cR   é 
verificado mesmo para o escoamento newtoniano com 125Dn   (Figura 7.8), e, por isso, 
será de esperar que também surjam no escoamento viscoelástico com 125Dn  , 
independentemente do valor dos parâmetros viscoelásticos. Porém, no caso newtoniano, os 
vórtices adicionais surgem para 90   , mas não persistem ao longo da extensão da curva. 
Por esse motivo, os resultados da Figura 7.15 apenas indicam se, o segundo par de vórtices 
desenvolvido a montante, persiste ou não até àquela posição angular ( 150   ).  
Considerado fluido FENE-P, a distribuição de U  e V  na posição angular 150 , ilustrada 
na Figura 7.16, mostra que também para o fluido FENE-P o efeito da curvatura é superior ao 
efeito da elasticidade. Contudo, o efeito de Wi sobre as componentes da velocidade é 
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superior no modelo FENE-P (Figura 7.16), relativamente ao modelo FENE-CR (Figura 7.13-e e 
Figura 7.14-e), nas mesmas condições de escoamento. No modelo FENE-P, o aumento de Wi  
resulta numa maior transferência de quantidade de movimento no sentido da parede exterior 
da curva, para as curvas com 7.5cR   e 15.1  (Figura 7.16-a); e à diminuição de V  no centro 
da secção transversal e aumento junto da parede exterior (Figura 7.16-b). Estas observações 
coincidem com o desenvolvimento do segundo par de vórtices, para o modelo FENE-P (Figura 
7.17).  
A Figura 7.17 ilustra a antecipação do desenvolvimento do segundo par de vórtices, quer 
com o aumento de Wi  quer com o aumento de 
cR , na posição 150    para fluido FENE-P, 
comparativamente ao caso FENE-CR (Figura 7.15). As propriedades fluidificantes do modelo 
FENE-P facilitam o desenvolvimento do segundo par de vórtices, uma vez que a viscosidade do 
fluido diminui nas regiões de maior deformação, neste caso junto da parede exterior da 
curva. Além disso, enquanto o efeito da fluidificação diminui a resistência do escoamento, o 
aumento de Dn  tem o efeito oposto, e, por este motivo, o efeito fluidificante do modelo é 
mais acentuado quando Dn  é reduzido. Em suma: para a mesma curvatura e valor de Dn , 
facilmente se verifica que o aumento da elasticidade acentua o efeito fluidificante resultando 
na antecipação do aparecimento do segundo par de vórtices (Figura 7.17); para o mesmo Dn  
e Wi , o aumento de 
cR  resulta na diminuição da resistência ao escoamento, favorável ao 
efeito fluidificante, e consequentemente ao desenvolvimento e crescimento do par adicional 
de vórtices (Figura 7.17). 
 
7.2.2.2. Efeito de β 
No escoamento de fluido FENE-P tanto a variação do parâmetro de retardamento como da 
curvatura afectam a distribuição de U  e V , no plano central da secção (Figura 7.18). Na 
primeira metade da curva, a evolução do escoamento depende em maior medida da curvatura 
do que do parâmetro de retardamento, à semelhança do ilustrado e descrito na Figura 7.13 e 
Figura 7.14 para fluido FENE-CR. Na segunda metade da curva, verifica-se, para o fluido 
FENE-P, que ocorre maior transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da 
secção transversal com o aumento de 
cR , que é acentuada em todas as geometrias com a 
diminuição de   (Figura 7.18). A maior transferência de quantidade de movimento no 
sentido do centro da secção transversal resulta do desenvolvimento do um segundo pico de V  
junto da parede exterior da curva, que aumenta em magnitude a jusante, excepto quando 
cR  
é reduzido (perfis de V  na Figura 7.18). Para 1.5cR  , a diminuição de   resulta no 
aumento de V  no sentido positivo junto da parede exterior da curva (Figura 7.18-a), mas 
esta região desvanece-se nas posições angulares seguintes (Figura 7.18-b e Figura 7.18-c). 
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Este segundo pico de V  desenvolve-se com o aumento de 
cR  para   constante, mas para a 
mesma geometria aumenta com a diminuição de   para 7.5cR  .  
 
 







   
 







   








   
   
Figura 7.17- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com cR , para 
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Figura 7.18- Variação de U  e V  com cR , no plano 0.50Z  , nas posições: a) 120   ; b) 150 ; c) 











   
 







   








   
   
Figura 7.19- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com cR , para 
diferentes valores de  , na posição angular 150 . Fluido FENE-P com 125Dn  , 0.30Wi   e 2 100L  . 
A distribuição de U  na secção transversal e os padrões de escoamento transversal, na 
posição 150   , vêm confirmar que, para o mesmo Dn , a diminuição de 
cR  tem o efeito 
oposto ao da diminuição de   (Figura 7.19). O efeito contrário de 
cR  é significativo, e, por 
185 
 
esse motivo, para 1.5cR  , apesar de se verificar a reversão do escoamento junto da parede 
exterior da curva, não se verifica o desenvolvimento do segundo par de vórtices, mesmo 
quando 0.10   (Figura 7.19). Estes resultados mostram que, no caso FENE-P, a diminuição 
de 
cR  retarda a transição do padrão de escoamento mesmo para valores de   reduzidos, 
para os quais o aparecimento do segundo par de vórtices é antecipado (Figura 7.19). 
A Figura 7.20 ilustra a evolução das componentes da velocidade (U  e V ) e da tensão (
XY , XX  e YY ), e da primeira e segunda diferenças das tensões normais ( 1N  e 2N ), ao 
longo da curva no ponto central da secção transversal, onde são comparados os efeitos de 
cR  
para diferentes  . 
A Figura 7.20 vem confirmar que a variação destas componentes depende em maior 
medida de 
cR  do que de  , e que a sua evolução local do escoamento é dirigida por cR  e 
apenas diferem em magnitude quando   é variado. Isto é, a evolução de U  e V  é análogo 
ao descrito sobre a Figura 7.9 para fluido newtoniano, e a diminuição de   resulta apenas 
numa ligeira diminuição de U  e aumento de V  local (Figura 7.20-a e Figura 7.20-b), embora 
as diferenças no escoamento secundário, junto da parede exterior da curva, sejam 
significativas (Figura 7.19). A Figura 7.20 mostra ainda que o escoamento atinge 
desenvolvimento completo na curva para 15.1cR  , qualquer que seja o valor de  , e para 
7.5cR   apenas para 0.1  , enquanto para 1.5cR   o escoamento não se desenvolve 
completamente em nenhum dos casos. 
O desenvolvimento de XY  ao longo da curva segue uma linha de evolução análoga nas 
diferentes geometrias (Figura 7.20-c): na primeira metade da curva desenvolve um pico de 
magnitude máxima absoluta que diminui rapidamente a jusante. A localização deste pico 
depende fortemente de 
cR , ocorrendo tanto mais a jusante quanto menor cR , e a magnitude 
de XY  depende de   e de cR , sendo tanto maior quanto menor o valor de   e de cR  
(Figura 7.20-a e Tabela 7.3).  
As tensões normais XX  e YY  também desenvolvem um pico máximo característico do 
escoamento em curvas, independentemente de 
cR  e de   (Figura 7.20-d e Figura 7.20-e). 
Porém, também nestas componentes, 
cR  e   determinam a posição angular e a magnitude 
deste pico: XX  diminui com a diminuição de   e de cR , e o pico surge numa posição tão 
mais a jusante quanto menor 
cR  (Figura 7.20-d e Tabela 7.3); enquanto para YY  o oposto é 
observado, aumenta com diminuição de   e de 
cR , mas a localização do máximo surge tão 
mais a jusante quanto menor 
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Figura 7.20- Variação de: a) U ; b) V ; c) XY ; d) XX ; e) YY ; f) 1N ; e g) 2N  com cR , ao longo da 
curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para diferentes valores de  . Fluido FENE-P com 125Dn  , 
0.30Wi   e 
2 100L  . 
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Nos escoamentos viscoelásticos através de curva com 7.5cR  , a componente normal XX  
é dominante, enquanto em canal com curvatura muito reduzida ( 1.5cR  ) a componente 
normal dominante é YY  (Figura 7.20-d e Figura 7.20-e, respectivamente). Como resultado, 
para razões de curvatura 7.5cR   os escoamentos são dominados por 1N  (Figura 7.20-f), mas 
2N  é dominante quando 1.5cR   (Figura 7.20-g). Isto é, para 7.5cR   o desenvolvimento 
do escoamento secundário é favorecido, enquanto para 1.5cR   o efeito é oposto. O pico 
máximo absoluto de 1N  aumenta com a diminuição de   em todas as curvaturas, e com o 
aumento 
cR  (Figura 7.20-f e Tabela 7.3). Em particular, na geometria com 1.5cR  , 1N  é 
elevado mas com sinal negativo, indicando a importância de YY  em canais com curvatura 
muito reduzida, comparativamente a canais com 
cR  superior (Figura 7.20-f e Tabela 7.3). O 
pico máximo de 2N  aumenta com a diminuição de   em todas as curvaturas, e com a 
diminuição de 
cR  (Figura 7.20-g e Tabela 7.3). Além disso, a localização do pico tanto de 1N  
como de 2N  desloca-se para jusante com a diminuição de cR , em todos os casos simulados 
(Figura 7.20 e Tabela 7.3). 
Tabela 7.3 – Magnitude e localização angular do pico máximo absoluto das diferentes componentes da 
tensão e das diferenças de tensões normais, referente à Figura 7.20. 
  cR  XY    XX    YY    1N    2N    
0.9  
1.5  0.438  77.8  0.320  82.2  0.586  77.8  0.293  71.1  0.688  77.8  
7.5  0.428  24.6  0.550  24.6  0.146  24.6  0.167  24.6  0.167  24.6  
15.1  0.380  17.4  0.542  17.4  0.083  16.8  0.459  17.4  0.090  17.4  
0.5  
1.5  2.191  73.3  1.408  77.8  3.048  75.6  1.691  71.1  3.549  75.6  
7.5  2.169  24.6  2.780  24.6  0.754  24.6  2.026  24.6  0.857  24.6  
15.1  1.200  16.8  2.901 16.8  0.463  16.8  2.438  16.8  0.518  16.8  
0.1  
1.5  4.034  71.1  2.342  73.3  5.846  73.3  3.558  68.9  6.755  73.3  
7.5  3.967  24.6  5.062  24.6  1.410  24.6  3.652  24.6  1.601  24.6  
15.1  2.370  17.4  5.456  17.4  0.524  16.8  4.932  17.4  0.590  17.4  
 
A variação da pressão relativa ( cP ) ao longo do comprimento total da curva, nas paredes 
interior e exterior, é ilustrada na Figura 7.21, para os mesmos casos considerados na Figura 
7.20. Em todos os casos viscoelásticos, a pressão aumenta junto da parede exterior e diminui 
na parede interior (Figura 7.21), tal como para o caso newtoniano ilustrado na Figura 7.11. 
Esta diferença de pressão nas paredes é maior para 
cR  reduzido, e este comportamento é só 
ligeiramente acentuado pela diminuição de   (Figura 7.21-b). A queda pressão depende 
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quase exclusivamente do parâmetro geométrico, sendo tanto maior quanto maior 
cR  (Figura 
7.21-a). 
a)











Rc= 1.5, = 0.90
Rc= 1.5, = 0.50










































Figura 7.21- Variação de cP  ao longo da curva, junto das paredes interior e exterior da curva, para 
diferentes valores de  : a) comparação entre os casos simulados; b) pormenor do efeito de   para 
cada cR . Fluido FENE-P com 125Dn  , 0.30Wi   e 
2 100L  .  
7.2.2.3. Efeito de L2 
O parâmetro de extensibilidade dos modelos FENE tende a apresentar o mesmo tipo de 
efeito sobre o escoamento em curva que, por exemplo, a elasticidade. O aumento de 
2L , 
aumenta a transferência de quantidade de movimento na secção transversal, desde a parede 
exterior da curva até ao centro da secção transversal, e antecipa o desenvolvimento do 
segundo par de vórtices, mas em menor intensidade comparativamente a Wi  ou  . Aliás, o 
efeito de 
2L  só é realmente significativo quando considerado Wi  relativamente elevado, tal 
como mostrado no Capítulo 6 (por exemplo, na Figura 6.23 para geometria com 15.1cR  ). 
No entanto, o efeito da razão de curvatura é avaliado em seguida para o modelo FENE-CR com 
125Dn  , 0.30Wi  , 0.50   e fazendo variar 2 50L  . 
A Figura 7.22, ilustra o efeito de 
cR  na evolução das componentes da velocidade (U  e V
), ao longo da curva no ponto central da secção transversal. Nas condições assumidas, a 
evolução do escoamento depende unicamente do parâmetro geométrico 
cR , e similar ao 
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Figura 7.22- Variação de: a) U  e b) V  com cR , ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para 
diferentes valores de 
2L . Fluido FENE-CR com 125Dn  , 0.30Wi   e 0.50  .  
As Figura 7.23 e Figura 7.24 resumem a variação do valor crítico de Dn  e Wi  para os 
quais surge o segundo par de vórtices junto à parede exterior da curva para diferentes valores 
de 
cR . Na Figura 7.23, os valores obtidos de críticoDn  (valor para o qual o par adicional de 
vórtices surge e persiste até ao final da curva) em função de 
cR  são comparados com os 
valores obtidos por diferentes autores, para fluido newtoniano. A variação de 
críticoDn  com 
cR  não é concordante com os resultados publicados, à excepção do trabalho de Bara et al. 
(1992), para o qual o valor de 
críticoDn  é igual quando 15.1cR  . Apesar de não se verificar 
uniformidade nos resultados para as restantes curvaturas, observa-se uma tendência análoga 
aos resultados de Thangam & Hur (1990) e de Fellouah et al. (2006): de uma forma geral, o 
aumento da razão de curvatura resulta na diminuição de 
críticoDn . Thangam & Hur (1990) e 
Fellouah et al. (2006) defendem também que a partir de um determinado valor de 
cR , a 
magnitude de 
críticoDn  passa a ser aproximadamente constante ( 10cR   e 12cR  , 
respectivamente). O mesmo não se verificou neste trabalho, mas esta análise só é válida para 
15.1cR  . Em contrapartida, os resultados aqui apresentados indicam que existe uma 
curvatura para a qual o valor de 
críticoDn  é mínimo (neste trabalho, 7.5cR  ), e para 
curvaturas inferiores e superiores o valor de 
críticoDn  aumenta.  
Na Figura 7.24, é ilustrada a variação do valor de 
críticoWi  com cR  para fluidos 
viscoelásticos, admitindo 125Dn   e diferentes valores de   e 2L . O valor de 
críticoWi  é 
aqui definido como o valor de elasticidade para o qual o par adicional de vórtices surge pela 
primeira vez, mesmo quando este não persista até ao final da curva. Para inércia 125Dn  , o 
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par adicional de vórtices surge na geometria com 7.5cR  , em toda a gama de escoamentos 
viscoelásticos assumidos. Para 
cR  inferior e superior a este valor, o valor de críticoWi  
aumenta. Além disso, para o mesmo valor de 
cR , críticoWi  diminui com o aumento da 
extensibilidade e com a diminuição do parâmetro de retardamento, e é sempre menor para o 
modelo FENE-P comparativamente ao modelo FENE-CR.  
 














Fellouah et al. (2006), newtoniano, numérico
Sugiyama et al. (1983), newtoniano, experimental
Hille et al. (1985), newtoniano, numérico
Bara et al. (1992), newtoniano, experimental
Thangam & Hur (1990), newtoniano, numérico
Hwang & Chao (1991), newtoniano, numérico
Newtoniano, numérico
 
Figura 7.23- Variação do Dn  crítico de transição com cR . Comparação entre os resultados obtidos e os 
resultados de diferentes autores para fluido newtoniano, em curvas de secção transversal quadrada. 









Helin et al. (2009), MPTT (Dn=125, n= 0.70, = 0.1), numérico
Boutabaa et al. (2009), PTT (Dn=125), numérico
FENE-CR, = 0.90, L2= 100
FENE-CR, = 0.50, L2= 100
FENE-CR, = 0.10, L2= 100
FENE-CR, = 0.50, L2= 50
FENE-CR, = 0.50, L2= 200
FENE-P, = 0.90, L2= 100
FENE-P, = 0.50, L2= 100
FENE-P, = 0.10, L2= 100
FENE-P, = 0.50, L2= 50
FENE-P, = 0.50, L2= 200
Figura 7.24- Variação do Wi  crítico de transição com cR . Comparação entre os resultados obtidos para 
os modelos viscoelásticos FENE-CR e FENE-P com 125Dn   e diferentes valores de   e 
2L .  
7.3. Conclusões 
O escoamento revelou depender fortemente da geometria da curva, em particular, da 
razão de curvatura (
cR ), comparativamente a outros factores, tais como o modelo de fluido, 
a elasticidade e os parâmetros viscoelásticos.  
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O escoamento axial em curva apresenta uma evolução característica independentemente 
da curvatura: deslocamento do escoamento no sentido da parede exterior da curva, seguido 
de maior ou menor transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da 
secção. A redução da razão de curvatura leva essencialmente a um retardamento (isto é, a 
um deslocamento para uma posição angular mais a jusante) dos efeitos da curvatura sobre o 
escoamento, em especial nas geometrias com 3.5cR  . Para 3.5cR  , existem, pelo menos, 
dois factores importantes que condicionam o desenvolvimento do escoamento: a existência 
de efeitos da curvatura a montante da secção curva do canal; e a redução considerável do 
comprimento efectivo (ou do arco da curva) para o mesmo comprimento angular. O primeiro 
factor resulta no deslocamento do escoamento no sentido da parede interior da curva 
alterando o perfil parabólico de entrada nestas geometrias. Já o segundo impede que o 
escoamento se desenvolva completamente na distância angular considerada. 
A diminuição da razão de curvatura resulta também num aumento significativo da 
magnitude do escoamento transversal. Mas, apesar de o escoamento secundário ser mais 
intenso para 1.5cR   do que para 15.1cR  , por exemplo, a estrutura do escoamento 
secundário tende a ser mais complexo na segunda geometria do que na primeira, para as 
mesmas condições de escoamento. Todavia, o escoamento mostrou ser menos estável em 
curvas com curvatura reduzida, onde o escoamento passa a não-estacionário em condições, 
por exemplo, de inércia e de elasticidade mais débeis.  
Enquanto a curvatura determina a linha de evolução do escoamento, o modelo reológico 
do fluido, a inércia, a elasticidade e os parâmetros viscoelásticos determinam a magnitude 
dessa evolução. Contudo, a influência de cada parâmetro tem um “peso” diferente, por 
exemplo, a extensibilidade só afecta o escoamento inercial quando a elasticidade é 
suficientemente elevada. O efeito destas variáveis é análogo ao efeito do aumento da inércia, 
independentemente da geometria da curva. Isto é, os modelos viscoelásticos, as propriedades 
fluidificantes do modelo FENE-P, o aumento da elasticidade e da extensibilidade, e a 
diminuição do parâmetro de retardamento resultam na: diminuição da velocidade axial, 
aumento da velocidade transversal, diminuição do valor de inércia e de elasticidade 
necessário para que se desenvolva o par adicional de vórtices.  
Os resultados apresentados indicam que a geometria com 7.5cR   exibe o valor mais 
reduzido de 
críticoDn  e críticoWi  necessários para o desenvolvimento do par adicional de 
vórtices. Nas geometrias com 
cR  inferior e superior, estes valores críticos aumentam. 
Os resultados obtidos mostram também que para curvas com 15.1cR  , o escoamento não 
pode ser descrito apenas por Dn . Uma vez que, para o mesmo de Dn  (neste caso, 
125Dn  ), a diminuição de 
cR  e da inércia correspondente não resulta necessariamente no 
mesmo tipo de escoamento secundário. Pode dizer-se que, em geral, a análise que conduz à 
definição do número de Dean só é válida para canais com curvatura reduzida (no presente 




Escoamento a montante e a jusante de 
curva com curvatura acentuada 
Ao anexar canais rectos longos às extremidades da curva é possível eliminar a influência 
desconhecida das condições de entrada e saída sobre o desenvolvimento do escoamento na 
curva, estabelecendo a montante e restabelecendo a jusante o escoamento de Poiseuille. No 
entanto, em determinadas condições de escoamento, os efeitos da curvatura propagam-se a 
montante (no canal recto de entrada) e a jusante (no canal recto de saída). Estes efeitos 
dependem de Re  e são tão mais intensos quanto mais acentuada for a curvatura ( 1d R  ). 
De uma forma geral, no canal de entrada o perfil de velocidade parabólico deixa de ser 
simétrico e o pico de velocidade axial máxima desloca-se no sentido da parede interior antes 
de entrar na curva (Bovendeerd et al. (1987)). No canal de saída, verifica-se a persistência do 
escoamento secundário ao longo de numa distância significativa (Ito (1960), Kajishima et al. 
(1989), Spedding et al. (2004)).  
Ito (1960), Kajishima et al. (1989), Spedding et al. (2004), entre outros investigadores, 
estudaram o efeito da curvatura nos canais rectos a montante e a jusante de uma curva com 
90 . Ito (1960) estudou a variação da pressão ao longo da extensão do canal e mostrou que o 
efeito da força centrífuga se propaga para montante, aumentando o gradiente de pressão que 
começa a desviar-se do escoamento de Poiseuille, antes de o escoamento entrar na curva. 
Com a entrada do fluido na curva forma-se imediatamente o escoamento transversal, que é 
acompanhado pelo aparecimento do pico do gradiente de pressão característico do 
escoamento em curva. Em curvas de 90° o desvio máximo da pressão, relativamente ao canal 
recto, ocorre aos 45  , aumentando na parede exterior e diminuindo na parede interior da 
curva. Nas paredes superior e inferior quase não ocorre desvio relativamente ao canal recto. 
No canal recto a jusante da curva, onde a força centrífuga desaparece, a diferença de 
pressão induzida pela curva entre as paredes interior e exterior persiste ao longo de uma 
distância significativa. À saída da curva, embora a diminuição da pressão siga a tendência da 
diminuição da pressão num canal recto, a diminuição ocorre segundo uma linha paralela, mas 
situada abaixo da linha de evolução da pressão no canal a montante; a diferença entre as 
duas dá o valor da perda de pressão introduzida pela curva. Além disso, a jusante da curva, o 
escoamento secundário muda de direcção e passa a mover-se no sentido do plano de simetria 
para compensar o escoamento principal (Kajishima et al. (1989)). Ao fim de uma distância 
axial significativa, o escoamento secundário dissipa-se e o escoamento principal recupera o 
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formato de escoamento em canal recto. Este comportamento foi verificado por Humphrey et 
al. (1977), Kajishima et al. (1989), Tsai & Sheu (2007) e Liang et al. (2013), ilustrado na 
Figura 8.1. Taylor et al. (1982) observaram experimentalmente que, embora a propagação do 
efeito do escoamento secundário, a jusante da curva, ocorra tanto em regime laminar como 
em regime turbulento, o efeito a montante está restringido ao regime turbulento. Kajishima 
et al. (1989) compararam canais de 90  e 180 , com secção transversal rectangular, e 
verificaram que o efeito do escoamento secundário propaga-se a montante na curva de 90 , 
mas o mesmo não acontece na curva de 180 . Já a jusante da curva, o efeito do escoamento 
secundário persiste nos dois casos. Parece assim claro que a curvatura induz sempre um 
problema de re-desenvolvimento do escoamento a jusante da curva, e que a perturbação a 
montante depende da distorção do campo de pressão (isto é, de R d ) e da facilidade de 
propagação de informação para montante (logo de Re ). Os resultados de Kajishima et al. 
(1989) vão de encontro ao que Rowe (1970) tinha já documentado em curvas de 180  com 
secção transversal circular. 
a) b)











Tsai & Sheu (2007)
Kajishima et al (1989)
Ito (1960)
Liang et al (2013)
Humphrey et al (1977)
 
Figura 8.1- Distribuição de P  ( 0P P  ) apresentada por diferentes autores: a) ao longo de um canal 
curvo de 90  e 1cR  , com secção rectangular conectado a um canal de entrada e outro de saída 
(adaptado de Kajishima et al. (1989)); e b) ao longo da curvas de 90 . (NOTA: símbolos: (+) parede 
exterior; (⃝) parede interior) 
Spedding et al. (2004) observaram que para “cotovelos” com 10R d   o factor de atrito 
pode ser previsto através das diversas equações existentes na literatura. No entanto, para 
10R d  , os efeitos do escoamento secundário a montante e a jusante da curva são 
significativos, sendo necessário ter em conta estes efeitos aquando da formulação da equação 
para determinar o factor de atrito (Figura 8.2). 
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Canal curvo (90º) 




Figura 8.2- Distribuição do factor de atrito ( f ) ao longo de um canal curvo de 90  conectado a um 
canal recto de entrada e outro de saída, apresentada por diferentes autores. (NOTA: símbolos: (+) parede 
exterior; (⃝) parede interior) 
O escoamento secundário gerado pela curva é estabilizador do escoamento, uma vez que 
atrasa a transição para regime turbulento. Este facto, e a persistência do escoamento 
transversal à saída da curva, deram lugar ao estudo da estabilização do escoamento 
turbulento em canal recto fazendo passar por uma secção curva. Num problema deste tipo, o 
escoamento turbulento em canal recto percorre a curva e torna-se não turbulento, através do 
desenvolvimento de escoamento secundário transversal ao escoamento principal induzido 
pela curvatura. Se, depois da curva, existir um canal recto de saída, o escoamento secundário 
gerado na curva persiste ao longo de uma distância significativa, permitindo que o 
escoamento seja não turbulento em canal recto, mesmo em condições normais de turbulência 
para canal recto. Este fenómeno de estabilização, abordado brevemente no Capítulo 4, é 
designado por laminarização.  
Taylor (1929) e White (1929a) foram os primeiros a testemunhar o fenómeno de 
laminarização, ao concluírem que a geometria curva estabiliza o escoamento turbulento de 
canal recto, aumentando o críticoRe  de transição. Apesar da influência da curvatura ser maior 
em regime laminar do que em regime turbulento, a laminarização do escoamento turbulento 
ocorre sempre que a força centrífuga se sobrepõe à força inercial na direcção axial. Nesta 
situação o escoamento reage rapidamente à curvatura e consegue-se laminarização do 
escoamento, mesmo para curvas de comprimento angular reduzido (Kurokawa et al. (1998)). 
Sreenivasan & Strykowski (1983) investigaram experimentalmente o processo de 
laminarização que ocorre em canal helicoidal. Quando o escoamento turbulento em canal 
recto entra na secção curva do canal, as oscilações do escoamento turbulento, junto à parede 
interior da curva, desaparecem ao fim de apenas meia volta na curva, enquanto do lado 
Canal curvo (90º) 
-4 0 4 8 12 16
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exterior da curva é necessário maior distância angular. A eficiência da laminarização junto da 
parede interior da curva foi também testemunhada por Kurokawa et al. (1998). Sreenivasan & 
Strykowski (1983) verificaram também o aumento de críticoRe  à medida que o escoamento se 
desloca ao longo do canal helicoidal, mais precisamente até uma distância de 3 voltas, 
quando atinge um valor constante. Observaram ainda que o escoamento é completamente 
laminarizado para 02Re Re  e parcialmente laminarizado para 03Re Re  (sendo o 0Re  o 
Re  crítico de transição à entrada da curva). No canal recto a jusante ao canal helicoidal, o 
críticoRe  diminui em todas as situações, tal como seria de esperar. No entanto, o valor de 
críticoRe  não diminui até ao valor esperado para canal recto, mas sim para um novo valor de 
críticoRe  superior. Segundo Sreenivasan & Strykowski (1983), este comportamento explica-se 
com a hipótese de a curva funcionar como filtro que elimina ou diminui a maior parte das 
perturbações críticas que induzem a transição de regime do escoamento. Além disso, apesar 
das alterações ocorridas no escoamento secundário durante o processo de turbulência – 
laminarização – turbulência, a razão do factor de atrito é apenas dependente de Re , sendo 
tanto maior quando maior Re  (Ohadi et al. (1990)).  
Se por um lado a laminarização do escoamento turbulento pela simples adição de uma 
secção curva na geometria recta parece vantajoso, por outro lado a laminarização pode ser 
um inconveniente, tal como mostram Ohadi & Sparrow (1989, 1990). Considerando diferentes 
secções curvas (com ângulos < 90  ) entre dois canais rectos, Ohadi & Sparrow (1989) 
observaram que a laminarização desenvolvida pela curva diminui a transferência de massa 
(diminui o número de Sherwood, Sh 1). Sendo o valor de Sh  máximo para escoamento 
turbulento (quer a geometria do canal seja curva ou recta), quando o escoamento passa numa 
curva este valor diminui, qualquer que seja o comprimento angular da curva. Mesmo no canal 
recto de saída, o valor máximo de Sh  pode não ser recuperado, sendo por vezes inferior ao 
seu valor à entrada da curva. Todavia, quanto maior for o valor de Re , menos efectiva é a 
laminarização e mais rapidamente é recuperado o regime turbulento na saída da curva. Ohadi 
& Sparrow (1990) verificaram ainda que a laminarização é mais evidente para curva de 180 . 
Neste caso, mesmo atingindo desenvolvimento completo no canal recto a jusante da curva, o 
valor de Sh  vai depender do comprimento angular da curva, sugerindo a existência de 
diferenças na estrutura do escoamento.  
Considerando escoamento de fluido viscoelástico, Iemoto et al. (1986) observaram que, no 
canal recto a jusante da curva, a elasticidade favorece o restabelecimento do escoamento de 
Poiseuille. 
                                                 
1 Número de Sherwood (Sh) é definido pela razão entre o coeficiente de transferência de massa convectiva e o 
coeficiente de transferência de massa difusiva. 
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8.1. Descrição do problema 
De uma forma geral, no escoamento através de curvas com 90    verificam-se efeitos a 
montante da curva, mas a persistência do escoamento secundário a jusante da curva é 
observado qualquer que seja o comprimento angular da curva. Por sua vez, no escoamento 
através de curva com maior comprimento angular ( 180   ) os efeitos a montante da curva 
só se verificam para razão de curvatura reduzida. Este comportamento foi verificado no 
Capitulo 7. Para 3.5R d  , o escoamento axial é deslocado no sentido da parede interior, 
como resultado do efeito da curvatura sobre o escoamento a montante da secção curva do 
canal. Este efeito tem como consequência directa a alteração do perfil de velocidade axial e 
a existência de escoamento transversal à entrada da curva. Esta alteração do perfil de 
entrada vai influenciar o desenvolvimento do escoamento ao longo da curva.  
Assim, neste capítulo, serão discutidas as alterações que ocorrem no escoamento em 
desenvolvimento através de curva com 1.5cR R d  , assim como nos canais de entrada e 
saída. A geometria considerada é a mesma utilizada aquando da discussão do efeito da razão 
de curvatura e cujas características são apresentadas na Figura 4.7 e Tabela 7.1 e 7.2. 
Também aqui serão analisados os escoamentos de fluido newtoniano e viscoelástico. No caso 
newtoniano será analisado o efeito da inércia para um intervalo 1 250Re  , enquanto nos 
escoamentos viscoelásticos serão analisados os efeitos da elasticidade, da extensibilidade e 
do parâmetro de retardamento em escoamentos inerciais com número de Reynolds constante 
e igual 120Re  . Isto é, o efeito da curvatura sobre o escoamento a montante e a jusante da 
curva é avaliado apenas para o regime laminar e para inércia em que o escoamento é 
claramente estacionário, quer para fluido newtoniano quer para fluido viscoelástico. Os 
parâmetros viscoelásticos serão variados admitindo os seguintes intervalos: 0 1Wi  , 
20 250L   e 0 1  .  
Neste capítulo, a apresentação dos resultados está dividida em duas partes principais. A 
primeira parte dos resultados é dedicada à caracterização do escoamento a montante da 
secção curva do canal, enquanto na segunda parte é analisado o escoamento a jusante da 
secção curva do canal. Mas antes, o escoamento através de curva acentuada é brevemente 
caracterizado considerando fluido newtoniano para diferentes números de Reynolds. 
8.2. Resultados 
O escoamento de fluido newtoniano através de curva acentuada desenvolve-se de forma 
característica ao escoamento em curvas. Porém a transferência de quantidade de movimento 
inicial no sentido da parede exterior da curva só é efectiva numa posição angular mais a 
jusante ( 60   ), comparativamente ao observado em geometrias com cR  mais elevado (
60   ). Na segunda metade da curva, a transferência de quantidade movimento na 

















































    
Figura 8.3- Variação da distribuição de U  na secção transversal, para diferentes valores de Re , em 


















































    
Figura 8.4- Variação do padrão de escoamento secundário, para diferentes valores de Re , em 




No final da curva, a distribuição da velocidade axial na secção transversal tende a 
aproximar-se. A curvatura acentuada e o aumento de Re  resultam num aumento da dispersão 
e diminuição da magnitude da região de U  máximo na secção transversal, que se mantém 
deslocada junto da parede exterior da curva. Os contornos da velocidade axial da Figura 8.3 
ilustram bem este comportamento em diferentes posições angulares observado para > 10Re . 
O escoamento secundário desenvolvido nesta geometria é mais intenso e, em geral, 
constituído apenas por um par de vórtices. Ao contrário do que acontece em curvas de 
curvatura menos acentuada ( 1.5cR  ), o aumento de Re  não leva necessariamente ao 
desenvolvimento do característico par adicional de vórtices, embora o escoamento secundário 
desenvolvido seja forte. Ao invés, o aumento de Re  dá origem apenas a uma região de 
reversão do sentido de circulação do escoamento secundário, junto da parede exterior da 
curva, na segunda metade da curva (Figura 8.4). A região de reversão do sentido do 
escoamento desenvolvida (Figura 8.4), não afecta significativamente a distribuição da 
velocidade axial (Figura 8.3). No final da curva, esta região de reversão tende a diminuir e a 
desaparecer (Figura 8.4). 
 
a)
































Figura 8.5- Variação de: a) U  e b) V  à entrada da curva ( = 0  ), no plano = 0.50Z , para diferentes 
valores de Re . Fluido newtoniano com 250Re  .  
8.2.1. Escoamento a montante da curva 
8.2.1.1. Fluido newtoniano 
A distribuição da velocidade axial, no plano central, à entrada da curva ( 0   ) é 
ilustrada na Figura 8.5 para fluido newtoniano com diferentes valores de inércia. Os perfis de 
velocidade são comparados com o perfil de velocidade axial à entrada do canal recto a 
montante da curva, isto é, . . 20c eX  . Para . . 20c eX  , o perfil de U  é simétrico segundo o 
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plano (1- ) = 0.50Y  (Figura 8.5-a) e não apresenta escoamento transversal (Figura 8.5-b). À 
entrada da curva, observa-se um ligeiro deslocamento do máximo de U  no sentido da parede 
interior para todos os valores de Re  considerados (Figura 8.5-a), resultando no 
desenvolvimento de escoamento transversal em todos os casos (Figura 8.5-b). O aumento da 
inércia resulta no aumento deste deslocamento, mas é praticamente independente para 
100Re  . Porém, o aumento da inércia resulta na diminuição da magnitude da componente 
transversal V  da velocidade (Figura 8.5-b). O perfil de V  é positivo à entrada da curva, 
independentemente do valor da inércia, o que significa que o escoamento transversal circula 
no sentido da parede interior, contrário ao sentido de circulação característico do 
escoamento secundário em curvas (Figura 8.5-b), mas não desenvolve o par principal de 
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Figura 8.6- Variação de: a) U  e b) V , ao longo do canal recto de entrada ( . .c eX ), na parede interior, 
centro e parede exterior, para diferentes valores de Re . Fluido newtoniano com 250Re  . 
As figuras anteriores mostram que o escoamento axial entra na curva ligeiramente 
deslocado no sentido da parede interior, em todas as condições de escoamento. Este 
deslocamento do escoamento na secção transversal tem início a montante da curva, no canal 
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recto de entrada de comprimento . .c eX . A evolução das componentes da velocidade, ao longo 
do canal recto de entrada, para escoamento de fluido newtoniano com diferentes valores de 
Re , é ilustrada na Figura 8.6 junto das paredes interior (1 , ) (0.00,0.50)Y Z  , e exterior 
(1 , ) (1.00,0.50)Y Z   da curva, e ao longo do centro da secção transversal 
(1 , ) (0.50,0.50)Y Z  . Em geral, no canal recto de entrada, a magnitude de U  aumenta 
junto da parede interior, mas diminui junto da parede exterior e no centro da secção 
transversal (Figura 8.6-a). Este comportamento é acentuado com o aumento de Re  (Figura 
8.6-a e Figura 8.7-a).  
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Figura 8.7- Variação da magnitude de U  e V  com a inércia, nas paredes interior e exterior e centro da 
secção transversal, na posição . . 0c eX   do canal recto de entrada. 
O deslocamento do escoamento no sentido da parede interior do canal recto de entrada dá 
origem ao escoamento secundário a montante da curva, resultando no aumento da magnitude 
da componente transversal V  da velocidade em toda a secção transversal (Figura 8.6-b). De 
uma forma geral, V  aumenta a partir da posição . . 3.656c eX   independentemente da 
inércia, excepto quando < 100Re  para os quais . .c eX  diminui (Figura 8.6-b).  
À saída do canal de entrada ( . . 0c eX  ), a magnitude de V  na parede interior é maior que 
na parede exterior e é sempre superior na região central da secção, mas a intensidade do 
escoamento secundário é tanto maior quanto menor Re  (Figura 8.7-b). Em contrapartida, a 
magnitude de U  aumenta com Re  em toda a secção transversal (Figura 8.7-a). A variação 
da magnitude de U  e V  com Re , nas paredes e centro da secção transversal, na posição 
. . 0c eX   é resumida na Figura 8.7. 
O efeito da curvatura sobre o escoamento a montante é caracterizado pelo parâmetro UL . 
Este parâmetro define a distância a montante da curva onde o efeito de curvatura é 
registado, relativamente ao perfil de velocidade teórico de entrada, isto é, quando a 
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diferença excede 5% . A Figura 8.8 ilustra a variação de UL  com Re  para escoamento de 
fluido newtoniano, e mostra que essa distância aumenta com o aumento da Re , em ambas as 
paredes.  
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Figura 8.9- Variação de XY  ao longo do canal recto de entrada, na parede interior, centro e parede 
exterior do canal, para diferentes valores de Re . Fluido newtoniano com 250Re  . 
A tensão de corte XY  é, inicialmente, distribuída simetricamente, aumenta desde o 
centro ( 0XY  ) até às paredes ( max( )XY XY  ), e com magnitude independente de Re  
(Figura 8.9). Como consequência das alterações do escoamento a montante da curva, XY  
aumenta no centro no sentido positivo e junto da parede interior no sentido negativo, mas 
junto da parede exterior XY  diminui (Figura 8.9). Este comportamento é verificado 
independentemente do valor de Re  (Figura 8.9). À saída do canal de entrada ( . . 0c eX  ), a 
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magnitude absoluta de XY  é tanto menor quanto maior o valor de Re , na parede exterior e 
no centro da secção, mas aumenta com Re  na parede interior (Figura 8.10).  
 


































Figura 8.10- Variação da magnitude de XY  com a inércia, nas paredes interior e exterior do canal e 
centro da secção transversal, na posição . . 0c eX   do canal recto de entrada. 
8.2.1.2. Fluido viscoelástico 
O mesmo tipo de abordagem foi utilizada para determinar a extensão do efeito da 
curvatura sobre o escoamento a montante da curva considerando fluido viscoelástico, e de 































Figura 8.11- Variação de: a) U  e b) V  à entrada da curva ( 0   ), no plano 0.5Z  , para diferentes 
valores de Wi . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 2 100L   e 0.50  . 
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O escoamento de fluido viscoelástico sofre, também, alterações no perfil de velocidade à 
entrada da curva devido ao efeito da curvatura a montante. Estas alterações são ilustradas na 
Figura 8.11, onde são representados os perfis de U  e V  à entrada da curva ( = 0  ), para 
os modelos FENE-P e FENE-CR com diferentes valores de elasticidade. Embora se observe o 
deslocamento do perfil de velocidade axial no sentido da parede interior, este é pouco ou 
nada afectado pela elasticidade e pelo modelo de fluido considerado (Figura 8.11-a). A 
excepção é o modelo FENE-P, que exibe uma ligeira diminuição da magnitude máxima de U  
com o aumento de Wi  (Figura 8.11-a), que se explica pela fluidificação da viscosidade. 
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Figura 8.12- Variação da magnitude de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com Wi , à entrada ( . . maxc eX  ) e 
à saída ( . . 0c eX  ) do canal recto de entrada, nas paredes interior ( p.i. ) e exterior ( p.e. ). Fluido FENE-
CR e FENE-P com 120Re  , 0.50   e 
2 100L  . 
Por outro lado, a magnitude da componente V  do escoamento secundário desenvolvido 
depende do modelo de fluido e da elasticidade. A Figura 8.11-b mostra que a magnitude de V  
é maior para o caso newtoniano relativamente aos casos viscoelásticos, e é sempre maior 
para o caso FENE-P relativamente ao caso FENE-CR, excepto para = 0.1Wi  em que os dois 
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modelos viscoelásticos se igualam. Além disso, V diminui com o aumento de Wi nos dois 
modelos viscoelásticos (Figura 8.11-b). Estas diferenças concentram-se na região central da 
secção transversal (Figura 8.11-b). 
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Figura 8.13- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à entrada de curva ( 0   ), para 
diferentes valores de 2L . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 0.50  . 
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Figura 8.14- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à entrada de curva ( 0   ), para 
diferentes valores de  . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 2 100L  . 
O efeito da curvatura sobre o escoamento no canal recto de entrada, ao longo das 
paredes, para os modelos viscoelásticos FENE-CR e FENE-P, admitindo diferentes valores de 
Wi, é semelhante ao caso newtoniano descrito anteriormente. Isto é, em ambos os modelos 
viscoelásticos, U  aumenta na parede interior e diminui na parede exterior (Figura 8.12-a), 
enquanto o escoamento transversal aumenta em toda a secção transversal (Figura 8.12-b). A 
tensão de corte e a primeira diferença de tensões normais diminuem na parede exterior e 
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aumentam na parede interior (Figura 8.12-c e Figura 8.12-d, respectivamente). Este 
comportamento é acentuado, em geral, com o aumento de Wi , mas é fortemente 
dependente do modelo reológico (Figura 8.12). A velocidade axial é sempre maior para o caso 
FENE-P comparativamente ao caso FENE-CR (Figura 8.12-a), mas o oposto é verificado para a 
velocidade transversal, em particular junto da parede interior (Figura 8.12-b). A magnitude 
de XY  e 1N  nas paredes é, em geral, menor para o caso FENE-P (Figura 8.12-c e Figura 
8.12-d, respectivamente). Estes resultados são resumidos na Figura 8.12.  
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Figura 8.15- Variação da magnitude de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com 
2L , à entrada ( . . maxc eX  ) e 
à saída ( . . 0c eX  ) do canal recto de entrada, nas paredes interior ( p.i. ) e exterior ( p.e. ). Fluido FENE-
CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 0.50  . 
Analisando o efeito da extensibilidade e do parâmetro de retardamento à entrada da curva 
( = 0  , nas Figura 8.13 e Figura 8.14, respectivamente), observa-se que o deslocamento dos 
perfis de velocidade axial, no sentido da parede interior da curva, é praticamente 
independente do modelo do fluido e dos parâmetros viscoelásticos, comparativamente ao 
perfil de entrada no canal (Figura 8.13-a e Figura 8.14-a): a magnitude máxima de U  para 
fluido FENE-CR é igual à do modelo newtoniano independentemente do valor da 
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extensibilidade e do parâmetro de retardamento; mas é sempre ligeiramente menor para o 
caso FENE-P, e as diferenças aumentam com a diminuição de   e de 2L . 
Os perfis da componente transversal da velocidade mostram que em todos os casos se 
desenvolve escoamento secundário cuja circulação, ao longo do plano central, ocorre no 
sentido da parede interior (Figura 8.13-b e Figura 8.14-b). À entrada da curva (θ = 0°), a 
intensidade do escoamento transversal é maior no caso newtoniano comparativamente aos 
casos viscoelásticos, e nos casos viscoelásticos é sempre maior para fluido FENE-P (Figura 
8.13-b e Figura 8.14-b). Além disso, o aumento da extensibilidade e a diminuição do 
parâmetro de retardamento diminui a magnitude de V, nos dois modelos viscoelásticos 
(Figura 8.13-b e Figura 8.14-b). 
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Figura 8.16- Variação da magnitude de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com  , à entrada ( . . maxc eX  ) e 
à saída ( . . 0c eX  ) do canal recto de entrada, nas paredes interior ( p.i. ) e exterior ( p.e. ). Fluido FENE-
CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 
2 100L  . 
Nas paredes (Figura 8.15 e Figura 8.16), à saída do canal recto de entrada ( . . 0c eX  ), a 
velocidade axial aumenta na parede interior e diminui na parede exterior em ambos os 
modelos viscoelásticos, independentemente dos parâmetros viscoelásticos. Porém, o aumento 
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da extensibilidade diminui a magnitude de U, sendo esta diminuição maior na parede interior 
e para fluido FENE-P (Figura 8.15-a). Enquanto a diminuição do parâmetro de retardamento 
aumenta a magnitude de U no fluido FENE-P, mas o oposto é observado para fluido FENE-CR, 
em particular na parede interior (Figura 8.16-a). A componente transversal V aumenta em 
toda a secção transversal, em particular junto da parede interior, independentemente do 
modelo reológico (Figura 8.15-b e Figura 8.16-b). O aumento de 
2L  aumenta a magnitude de 
V nos dois modelos (Figura 8.15-b), mas o aumento da magnitude de V com a diminuição de 
  só é significativo no modelo FENE-CR (Figura 8.16-b).  
A tensão de corte e a primeira diferença de tensões normais diminuem na parede exterior 
e aumentam na parede interior em todos os casos. Este comportamento é acentuado, em 
geral, com o aumento de L2 e com a diminuição de  , mas é consideravelmente dependente 
do modelo reológico. No modelo FENE-P, a magnitude absoluta de XY  e 1N  é ligeiramente 
menor que no caso FENE-CR, mas tende a aumentar quer com a diminuição do parâmetro de 
retardamento (Figura 8.16-c e Figura 8.16-d) quer com o aumento da extensibilidade (Figura 
8.15-c e Figura 8.15-d).  
8.2.2. Escoamento a jusante da curva 
8.2.2.1. Fluido newtoniano 
No final da curva, os perfis de U do escoamento newtoniano tendem a aproximar-se com o 
aumento da inércia, quando 100Re   (Figura 8.17-a). Os perfis de U para os diferentes 
valores de Re  diferem entre si na região (1 ) [0.4,0.9]Y  , onde a magnitude de U é tanto 
maior quanto menor Re  (Figura 8.17-a). Os contornos da velocidade axial apresentados 
anteriormente ilustram bem este comportamento (Figura 8.3). 
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Figura 8.17- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à saída da curva ( 180   ), para 
diferentes valores de Re . Fluido newtoniano com 250Re  . 
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A componente transversal V  aumenta em magnitude com a diminuição da inércia, quando 
100Re  , e apresenta sinal negativo em todo o plano central (Figura 8.17-b). Este resultado 
indica que, à saída da curva, o escoamento secundário não apresenta reversão do sentido de 
circulação na gama de Re  considerado, tal como ilustrado na Figura 8.4. Aliás, no final da 
curva, parece existir um efeito do canal recto de saída sobre o escoamento na curva, que faz 
o escoamento secundário “desenrolar” (Figura 8.4). Como consequência, observa-se um 
ligeiro aumento da região e do máximo de U entre as posições 150    e 180  (Figura 8.3) e 
a região de reversão do escoamento secundário é suprimida (Figura 8.4 e Figura 8.17-b). Este 
comportamento é acentuado com o aumento da inércia, ocorrendo numa posição tão mais a 
montante quanto maior Re  (Figura 8.3 e Figura 8.4). 
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Xc.e.= 0 (canal de entrada)
= 180/Xc.s.= 0  (saída da curva)
Xc.s.= 0.2
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Figura 8.18- Variação da distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , em diferentes posições ao 
longo do canal recto de saída ( . .c sX ). Fluido newtoniano com 100Re   (esquerda) e 200Re   (direita). 
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. . 0c sX   . . 0.4c sX   . . 0.9c sX   . . 1.2c sX   
 
    
. . 1.9c sX   . . 3.3c sX   . . 4.2c sX   . . 5.2c sX   
    
. . 6.4c sX   . . 7.7c sX   . . 9.3c sX   . . 11.2c sX   
    
. . 13.4c sX   . . 16.0c sX   . . 19.01c sX   . . 20c sX   
    
Figura 8.19- Evolução do padrão de escoamento transversal e da distribuição da velocidade axial ao longo do canal recto de saída ( . .c sX ). Fluido newtoniano com 100Re  . 
(NOTA: linhas de corrente assinaladas a vermelho) 
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. . 0c sX   . . 0.4c sX   . . 0.9c sX   . . 1.2c sX   
 
    
. . 1.9c sX   . . 3.3c sX   . . 4.2c sX   . . 5.2c sX   
    
. . 6.4c sX   . . 7.7c sX   . . 9.3c sX   . . 11.2c sX   
    
. . 13.4c sX   . . 16.0c sX   . . 19.01c sX   . . 20c sX   
    
Figura 8.20- Evolução do padrão de escoamento transversal e da distribuição da velocidade axial ao longo do canal recto de saída ( . .c sX ). Fluido newtoniano com 200Re  . 
(NOTA: linhas de corrente assinaladas a vermelho)  
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Quando o escoamento entra no canal recto de saída, a velocidade axial é superior na 
parede exterior comparativamente à parede interior, para a gama de Re  considerada (Figura 
8.17-a). Imediatamente à entrada do canal de saída ( . . = 0c sX ), a magnitude da velocidade 
axial aumenta em todo o plano central ao mesmo tempo que corre transferência de 
quantidade de movimento no sentido do centro da secção transversal, até que novo 
escoamento completamente desenvolvido é atingido (Figura 8.18-a). Este comportamento é 
ilustrado na Figura 8.18-a, através da evolução do perfil de U ao longo do canal recto de 
saída ( . .c sX ), para fluido newtoniano com = 100Re  e 200 . A Figura 8.18-a mostra que, no 
final do canal recto de saída ( . . = 20c sX ), o perfil de velocidade axial iguala o perfil 
completamente desenvolvido (em que a diferença entre os dois perfis é 5% ) nos dois casos 
representados. 
A distribuição da componente transversal V  da velocidade (Figura 8.18-b), mostra que a 
passagem do escoamento da curva para o canal recto de saída resulta primeiro no aumento da 
magnitude de V  ( . . = 0c sX ). Mas, é imediatamente seguido da diminuição deste parâmetro 
nas posições a jusante, até que V  atinge valor 0 , independentemente do valor de inércia 
(Figura 8.18-b). Além disso, para = 200Re , em paralelo à diminuição de V , desenvolve-se 
ainda uma região de reversão do escoamento transversal junto à parede exterior do canal 
(Figura 8.18-b). 
O desenvolvimento do escoamento ao longo do canal de saída para = 100Re  e 200 , é 
ilustrado nas Figura 8.19 e Figura 8.20, respectivamente, através da distribuição de U na 
secção transversal e do padrão de escoamento secundário. As Figura 8.19 e Figura 8.20 
mostram que o escoamento secundário desenvolvido na curva se propaga, no canal recto de 
saída, até ao final do seu comprimento. À entrada do canal recto de saída ( . . 0c sX  ), a 
região de U máximo localiza-se junto da parede exterior e o escoamento secundário é 
constituído por dois vórtices simétricos que circulam no sentido da parede exterior. A 
jusante, observa-se o deslocamento da região de U máximo de volta ao centro da secção 
transversal, até atingir a distribuição característica do estado de desenvolvimento completo 
em canal recto. Como consequência, o escoamento secundário característico das curvas 
desaparece. Na ausência de força centrífuga, o par de vórtices principal começa a 
“desenrolar”, isto é, a velocidade transversal diminui significativamente ao longo do plano 
central. Contudo, apesar de magnitude reduzida, o escoamento secundário não desaparece 
por completo. Com a diminuição da velocidade transversal ao longo do plano central, 
desenvolve-se um par de vórtices muito reduzido nos cantos da parede interior, com sentido 
contrário ao sentido de circulação dos vórtices principais do escoamento em curvas. A 
jusante, estes vórtices aumentam progressivamente em tamanho até que ocupam toda a 
secção transversal (Figura 8.19 e Figura 8.20). No final da curva, a magnitude do escoamento 
secundário é diferente de zero, e é constituído por um par de vórtices simétrico com 
circulação oposta à do par principal de vórtice desenvolvido pela curva (Figura 8.19 e Figura 
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8.20). Para = 200Re  (Figura 8.20), em particular, no início do canal recto de saída e antes 
do desaparecimento do par de vórtices principal, observa-se o desenvolvimento de uma 
região de reversão do sentido de circulação do escoamento com formação de um par adicional 
de vórtices, junto da parede exterior. A jusante, o segundo par de vórtices desaparece e o 
escoamento segue o mesmo desenvolvimento descrito anteriormente.  
 
. . 20c eX   . . 20c sX    
  
 
Figura 8.21- Comparação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário à entrada do 
canal recto de entrada ( . . 20c eX  ) e à saída do canal recto de saída ( . . 20c sX  ). Fluido newtoniano 
com 100Re  . 
Em ambos os casos, embora o escoamento axial se encontre completamente desenvolvido 
no final do canal recto de saída (Figura 8.18-a, Figura 8.19 e Figura 8.20), o padrão de 
escoamento transversal é consideravelmente diferente daquele observado à entrada do canal 
recto de entrada (Figura 8.21). À saída do canal recto de saída (
. . 20c sX  ), o escoamento 
transversal é constituído por um par de vórtices com sentido de circulação contrário ao do par 
de vórtices principal desenvolvido em curva, mas com ordem de grandeza muito reduzida, de 
aproximadamente 
510 . O mesmo padrão de escoamento secundário no final do canal recto 
de saída (
. . 20c sX  , nas Figura 8.19 e Figura 8.20) foi observado, por exemplo, por Kajishima 
et al. (1989), para curva de comprimento angular igual a = 90  , em que o escoamento 
secundário persiste no canal recto de saída até, pelo menos, uma distância oito vezes 
superior ao diâmetro do canal. Num canal recto de saída mais longo, o escoamento 
transversal eventualmente desaparece. Porém, a persistência deste padrão ao longo de uma 
distância axial considerável (Figura 8.19 e Figura 8.20), pode justificar o aumento de 
críticoRe  
(de transição de escoamento laminar para escoamento turbulento) em canal recto, após a 
passagem do escoamento através de curva verificado, por exemplo, por Sreenivasan & 
Strykowski (1983).  
À entrada do canal recto de saída (
. . 0c sX  ), a magnitude local das componentes da 
velocidade e tensão de corte depende da inércia, no caso newtoniano. A Figura 8.22, ilustra 
quantitativamente a variação da magnitude de U , V  e 
XY  com Re , na posição . . 0c sX   
em diferentes pontos na secção transversal. O aumento da inércia aumenta a velocidade axial 
na parede exterior do canal, mas diminui na parede interior e centro da secção transversal 
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(Figura 8.22-a). A componente transversal V  diminui no centro e na parede exterior com o 
aumento da inércia, enquanto na parede interior quase não varia, quando 100Re   (Figura 
8.22-b). Por sua vez, 
XY  aumenta com Re  na parede exterior, mas tende a diminuir na 
































































































Figura 8.22- Variação da magnitude de: a) U , b) V  e c) XY  com Re , nas paredes interior e exterior do 
canal e centro da secção transversal, na posição . . 0c sX   do canal recto de saída. 
A jusante da entrada do canal de saída (
. . 0c sX  ), independentemente do valor de Re , a 
velocidade axial na parede exterior diminui, enquanto no centro da secção transversal e na 
parede interior aumenta, como resultado do aumento da velocidade axial e da transferência 
de quantidade de movimento de volta para o centro da secção transversal (Figura 8.23-a). Ao 
fim de uma determinada distância axial 
. .c sX , a magnitude de U  iguala-se nas paredes e no 
centro alcança o seu valor máximo, atingindo o desenvolvimento completo. A distância axial 
necessária para que este comportamento ocorra é designada como 
DL  e é definida como a 
distância a jusante da curva onde as variáveis do escoamento atingem uma diferença inferior 
a 5% , relativamente ao perfil de velocidade teórico de entrada. A Figura 8.24 mostra que 
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esta distância depende de Re , e é ligeiramente diferente consoante é considerada a parede 
interior ou exterior da secção. Isto é, 
DL  aumenta com a inércia nas duas paredes, mas DL  
tende a ser maior na parede exterior do que na parede interior (Figura 8.24). Contudo, a 
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Figura 8.23- Variação de: a) U , b) V  e c) XY  ao longo do canal recto de saída ( . .c sX ), na parede 
interior, centro e parede exterior, para diferentes valores de Re . Fluido newtoniano com 250Re  . 
A componente transversal V  da velocidade diminui em toda a secção transversal, até que 
ao fim de determinada distância axial atingem valor constante e 0  (Figura 8.23-b), uma 
vez que o escoamento transversal não desaparece completamente, no comprimento total do 
canal recto de saída. A Figura 8.23-b mostra ainda que, na entrada do canal recto de saída, 
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se desenvolve um pico de V  antes desta componente diminuir (Figura 8.23-b). Este 
comportamento tinha sido já documentado na Figura 8.18, e é tão mais acentuado quanto 
maior o valor de Re  (Figura 8.23-b). Este “overshoot” (ou pico superior) positivo ocorre na 
parede exterior do canal, em particular, quando se observa o desenvolvimento da região de 
reversão do escoamento secundário (por exemplo, para = 200Re ). A inexistência de força 
centrífuga para “alimentar” o escoamento secundário, resulta na rápida diminuição de V  em 
toda a secção (Figura 8.23-b). Como consequência, 
XY  desenvolve o mesmo tipo de pico 
(Figura 8.23-c). Ao longo do canal recto de saída, 
XY  diminui na parede exterior e no centro 
da secção transversal, onde tende para zero, e aumenta na parede interior até que atinge, 
novamente, uma distribuição simétrica (Figura 8.23-c).  
 













Figura 8.24- Variação de DL  com Re , nas paredes interior e exterior do canal recto de saída. 
8.2.2.2. Fluido viscoelástico 
No final da curva, a distribuição do escoamento axial e transversal de fluido viscoelástico é 
análogo ao de fluido newtoniano, em que a contribuição da elasticidade e dos parâmetros 
viscoelásticos dos modelos reológicos é limitada à magnitude das componentes da velocidade. 
As figuras seguintes ilustram este resultado.  
No final da curva ( = 180  , Figura 8.25), a distribuição de U  e V  ao longo do plano é 
semelhante ao caso newtoniano, porém a elasticidade aumenta a magnitude máxima de U  
que é superior nos modelos viscoelásticos, mas é sempre menor para o modelo FENE-P (Figura 
8.25-a). Já a componente V  da velocidade é menor para os modelos viscoelásticos, diminui 
com o aumento de Wi , mas é sempre menor para o modelo FENE-P (Figura 8.25-b). A 
distribuição das duas componentes da velocidade revelam ainda que, à saída da curva, o 
escoamento axial tem a sua região máxima junto da parede exterior e o escoamento 
secundário é constituído apenas pelo par principal de vórtices, em todos os casos 
































Figura 8.25- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à saída da curva ( 180   ), para 
diferentes valores de Wi . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 
2 100L   e 0.50  .  
O comportamento do escoamento no final da curva, acima descrito, é observado também 
quando a extensibilidade é elevada (Figura 8.26) e o parâmetro de retardamento reduzido 
(Figura 8.27) em todos casos, excepto para o modelo FENE-P quando 
2L  é variado. Neste caso 
em particular, o aumento de 
2L  resulta na diminuição do efeito fluidificante do modelo, 
aumentando a magnitude absoluta do máximo de U  e de V , embora seja sempre menor 
comparativamente ao modelo FENE-CR para as mesmas condições.  
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Figura 8.26- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à saída da curva ( 180   ), para 
diferentes valores de 2L . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 0.50  .  
Considerando o escoamento de fluido viscoelástico ao longo das paredes do canal recto de 
entrada, o mesmo tipo de comportamento descrito anteriormente para fluido newtoniano, na 
219 
 
Figura 8.23, é verificado quando variados os parâmetros viscoelásticos e o modelo reológico. 
Todavia, quer a magnitude das componentes da velocidade e da tensão, quer a distância para 
a qual o escoamento atinge o estado de desenvolvimento completo, dependem tanto dos 
modelos reológicos como dos parâmetros viscoelásticos. Estes resultados são resumidos nas 
figuras seguintes, onde é apresentada a variação da magnitude das componentes da 
velocidade, da tensão de corte e da primeira diferença de tensões normais com Wi,   e 2L . 
São também comparados os modelos FENE-P e FENE-CR, para as posições de entrada (
. . 0c sX  ) e de saída ( . . maxc sX  ) do canal recto de saída, nas paredes interior e exterior. 
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Figura 8.27- Distribuição de: a) U  e b) V , no plano 0.5Z  , à saída da curva ( 180   ), para 
diferentes valores de  . Fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P com 120Re  , 0.50Wi   e 2 100L  . 
A Figura 8.28-a mostra que à entrada do canal recto de saída (
. . 0c sX  ) a magnitude de 
U  é sempre maior na parede exterior do que na parede interior. Mas, enquanto no modelo 
FENE-P U é tanto maior quanto maior Wi nas duas paredes, no modelo FENE-CR o aumento de 
Wi  diminui U na parede exterior e aumenta na parede interior. Além disso, enquanto junto 
da parede interior, onde a tensão de corte é mais reduzida, quase não existem diferenças 
entre os modelos viscoelásticos, na parede exterior, onde a tensão de corte é elevada, a 
magnitude de U é sempre maior no caso FENE-P. No final do canal de saída (
. . maxc sX  ),U 
é igual em ambas as paredes (Figura 8.28-a). Porém, enquanto no modelo FENE-CR a 
magnitude de U não varia com a elasticidade, no modelo FENE-P a magnitude de U aumenta 
com Wi (Figura 8.28-a). 
À entrada do canal de saída (
. . 0c sX  ), a magnitude de V  diminui com a elasticidade na 
parede exterior, mas aumenta ligeiramente na parede interior, enquanto no final do canal de 
saída 0V   nas paredes (Figura 8.28-b). Este comportamento é verificado em ambos os 




. . 0c sX  , o aumento da elasticidade faz diminuir XY  na parede exterior, mas 
aumenta ligeiramente na parede interior (Figura 8.28-c). Este comportamento é registado em 
ambos os modelos viscoelásticos, contudo 
XY  é sempre menor para o modelo FENE-P 
comparativamente ao modelo FENE-CR. No final do canal (
. . maxc sX  ), a magnitude de XY  
não varia com a elasticidade para o modelo FENE-CR, mas para o modelo FENE-P o valor de 
XY  diminui com a elasticidade nas duas paredes na mesma proporção (Figura 8.28-c).  
Finalmente, 
1N  aumenta com a elasticidade em ambas as paredes e para os dois modelos 
viscoelásticos (Figura 8.28-d). Porém, à entrada do canal, 
1N  é sempre superior na parede 
exterior, tende a ser menor para o modelo FENE-P comparativamente ao FENE-CR, e a 
diferença entre os modelos viscoelásticos aumenta com o aumento de Wi  (Figura 8.28-d). À 
saída do canal, a mesma variação de 
1N  com Wi  é registada (Figura 8.28-d). 
Regra geral, o aumento da extensibilidade e a diminuição do parâmetro de retardamento 
têm o mesmo efeito que o aumento da elasticidade, mas existem excepções.  
Comparativamente ao efeito da elasticidade, o aumento da extensibilidade diminui a 
velocidade axial na parede exterior à entrada do canal para o modelo FENE-P, e no final do 
canal o mesmo acontece nas duas paredes (Figura 8.29-a). O aumento de 
2L  praticamente 
não altera a magnitude de V  (Figura 8.29-b). O aumento de 2L  resulta no aumento de 
XY  
na parede exterior para o caso FENE-P, no início do canal. No final do canal, o mesmo 
comportamento é observado nas duas paredes (Figura 8.29-c). Analisando o efeito da 
diminuição de  , verifica-se um aumento de 
XY  nas duas paredes, para os dois modelos 
(Figura 8.30-c). Este comportamento é verificado tanto no início como no final do canal de 
saída, e tende a ser menor para o modelo FENE-P (Figura 8.30-c).  
A jusante da curva, o escoamento secundário persiste até ao final do canal recto de saída, 
mas o escoamento axial atinge desenvolvimento completo numa distância menor que o 
comprimento total do canal. Esta distância, dada pelo parâmetro 
DL , é tanto maior quanto 
maior Re  no caso newtoniano (Figura 8.24), e no escoamento de fluido viscoelástico depende 
também dos parâmetros viscoelásticos. A variação de 
DL  com Wi ,   e 
2L  é ilustrada na 
Figura 8.31.  
Considerando o modelo FENE-CR, o aumento de Wi  aumenta 
DL  (Figura 8.31-a). DL  
tende a ser maior na parede exterior comparativamente à parede interior, mas a diferença 
diminui com o aumento de Wi  (Figura 8.31-a). O mesmo comportamento é observado com o 
aumento da extensibilidade (Figura 8.31-b) e do parâmetro de retardamento (Figura 8.31-c).  
No caso FENE-P, ao contrário do que acontece no modelo FENE-CR, o aumento de Wi  resulta 
na diminuição de 
DL  nas duas paredes (Figura 8.31-a). O valor de DL  é maior no caso FENE-P 
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Figura 8.28- Variação de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com Wi , à entrada ( . . 0c sX  ) e à saída ( . . maxc sX  ) do canal recto de saída, nas paredes interior                             
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Figura 8.29- Variação de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com 
2L , à entrada ( . . 0c sX  ) e à saída ( . . maxc sX  ) do canal recto de saída, nas paredes interior                             
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Figura 8.30- Variação de: a) U ; b) V ; c) XY  e d) 1N  com  , à entrada ( . . 0c sX  ) e à saída ( . . maxc sX  ) do canal recto de saída, nas paredes interior                             




























                    (Y, Z) (1.00,0.50)
FENE-CR, parede exterior
                   (Y, Z) (0.00,0.50)
FENE-P, parede interior
                (Y, Z) (1.00,0.50)
FENE-P, parede exterior
                 (Y, Z) (0.00,0.50)
 
Figura 8.31- Variação da distância DL  com: a) Wi ; d) 
2L  e c)  , nas paredes interior e exterior do 
canal. Modelo FENE-P e FENE-CR com 120Re  . 
Para modelo FENE-P, o efeito de   e 2L  sobre 
DL  é semelhante ao observado para o 
modelo FENE-CR, pois não depende do modelo reológico (Figura 8.31-b e Figura 8.31-c).  
O valor de 
DL  é, em geral, diferente nas paredes, em que DL  é sempre maior na parede 
exterior do que na parede interior (Figura 8.31). A Figura 8.31 mostra ainda que o 
comprimento do canal de saída é suficiente para atingir escoamento completamente 
desenvolvido, pois, independentemente dos parâmetros viscoelásticos e do modelo reológico 
o valor 
DL  é sempre 10 , para as condições assumidas. 
 
8.3. Conclusões 
O escoamento através da curva com razão de curvatura acentuada, para além do efeito a 
jusante da curva, apresenta também efeito sobre o escoamento a montante da curva.  
No final do canal recto de entrada, o escoamento é deslocado no sentido da parede interior 
do canal. Esta alteração do perfil de escoamento resulta: na diminuição da velocidade axial 
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junto da parede exterior e no aumento junto da parede interior; e no desenvolvimento de 
escoamento transversal com sinal positivo, mas sem desenvolvimento de vórtices. Este 
deslocamento do escoamento depende fortemente da geometria, uma vez que é observado 
mesmo para inércia reduzida (por exemplo, 1Re  ), e é ligeiramente acentuado pelo 
aumento da inércia. No escoamento viscoelástico, o modelo reológico e a variação dos 
parâmetros viscoelásticos não resultam num maior deslocamento do perfil no sentido da 
parede interior, mas sim numa variação da magnitude máxima das componentes da 
velocidade. A velocidade axial tende a ser menor para o modelo FENE-P, comparativamente 
ao modelo newtoniano e FENE-CR, independentemente dos parâmetros viscoelásticos. Já a 
magnitude de V  aumenta com: a diminuição de Wi  e de 2L  e com o aumento de   nos dois 
modelos viscoelásticos, mas é sempre maior para o modelo FENE-P relativamente ao modelo 
FENE-CR, e é sempre maior no caso newtoniano comparativamente aos casos viscoelásticos. 
A distância para a qual se observa o efeito da curvatura a montante aumenta com a 
inércia, mas é independente dos modelos reológicos e parâmetros viscoelásticos.  
A jusante da curva, a magnitude do escoamento axial e a transferência de quantidade 
de movimento de volta ao centro da secção aumenta, mas a intensidade do escoamento 
transversal diminui, até que se aproxima de zero quando atinge desenvolvimento completo. 
Apesar de, no final do canal, o escoamento axial apresentar desenvolvimento completo, o 
escoamento secundário não desaparece por completo. Este escoamento transversal é 
constituído por um par de vórtices com rotação contrária à do padrão desenvolvido na curva, 
mas tem magnitude muito reduzida. Este padrão de escoamento pode justificar o aumento de 
críticoRe  no canal recto a jusante de uma curva verificado por diferentes autores.  
A distância necessária para que o escoamento atinja o desenvolvimento completo, no 
canal recto de saída, aumenta com a inércia, elasticidade, extensibilidade e parâmetro de 
retardamento em todos os casos simulados, excepto no modelo FENE-P para o qual o oposto é 
observado com o aumento da elasticidade. Esta distância é sempre maior na parede exterior 
comparativamente à parede interior, mas é menor do que 10  vezes o lado da secção 
transversal, quaisquer que sejam as condições de escoamento considerando = 120Re . 
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Capítulo 9.  
Efeito das condições de entrada 
O escoamento em desenvolvimento é fortemente afectado pelas condições de entrada (Singh 
(1974), Olson & Snyder (1985), Soh (1988)). As condições de entrada são tão importantes no 
desenvolvimento do escoamento em curvas que, segundo Squire & Winter (1951) e Hawthorne 
(1951), a distribuição não-uniforme da velocidade à entrada da curva pode levar ao aparecimento 
de escoamento secundário mesmo na ausência de viscosidade. 
Algumas das condições de entrada usualmente assumidas no escoamento em canais curvos são: 
pressão dinâmica constante; velocidade axial uniforme (perfil tampão); escoamento de Poiseuille 
(escoamento completamente desenvolvido para um canal recto, isto é, entrada com perfil 
parabólico); e perfil de velocidade/pressão oscilatório. Singh (1974), Olson & Snyder (1985) e Soh 
(1988) estudaram a dependência do desenvolvimento do escoamento com o perfil de entrada usando 
uma abordagem analítica, experimental e numérica, respectivamente. Singh (1974) considerou 
perfis de entrada de velocidade uniforme e de pressão dinâmica constante, enquanto Olson & 
Snyder (1985) e Soh (1988) consideraram perfis de entrada uniforme e parabólico, e chegaram à 
mesma conclusão geral: o desenvolvimento do escoamento depende significativamente do perfil de 
entrada, mas quando o escoamento atinge o desenvolvimento completo, a estrutura do escoamento 
passa a ser independente das condições de entrada. 
O desenvolvimento do escoamento para diferentes condições de entrada distingue-se, em 
primeiro lugar, pelo deslocamento do máximo da velocidade axial na secção transversal, que ocorre 
na primeira metade de uma curva de 180  (Taylor et al. (1982)). De uma forma simplista, quando o 
perfil da velocidade à entrada é uniforme, a velocidade é redistribuída formando um máximo junto 
da parede interior da curva imediatamente à entrada da curva. A jusante, este máximo desaparece 
gradualmente e surge um novo máximo junto da parede exterior da curva. Quando o perfil de 
velocidade à entrada é parabólico (completamente desenvolvido, em linha recta, no tubo ou 
conduta de entrada), o máximo da velocidade axial desloca-se imediatamente no sentido da parede 
exterior da curva (Olson & Snyder (1985), Soh & Berger (1984)). A redistribuição da velocidade axial 
ao longo da região de desenvolvimento é claramente diferente nos dois casos, mas a jusante, 
segundo Olson & Snyder (1985), as estruturas dos escoamentos aproximam-se até que, 
eventualmente, se igualam. 
9.1. Descrição do problema 
Neste capítulo serão analisados os efeitos das condições de entrada sobre o desenvolvimento do 
escoamento numa curva de comprimento angular igual a 180 .  
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Os resultados estão divididos em duas partes principais. A primeira parte compreende o efeito do 
perfil de entrada em canais com curvatura moderada ( 7.5R d  ), onde o escoamento a montante 
da curva não é alterado com a curvatura. Aqui será comparado o desenvolvimento do escoamento 
assumindo, como condições de entrada na curva, os perfis de escoamento completamente 
desenvolvido e uniforme. Quando considerado perfil uniforme, a conduta curva não possui canal 
recto adicional de entrada de forma a garantir que o escoamento não se desenvolve, e as diferenças 
entre o desenvolvimento dos escoamentos são efeito do perfil de velocidade imposto. Na segunda 
parte é abordado o escoamento através de canal com curvatura acentuada ( 1.5R d  ), onde o 
escoamento a montante da curva é alterado pela curvatura. Nesta parte, para além do efeito do 
perfil de entrada (uniforme e completamente desenvolvido), é também avaliado o efeito da 
presença ou não do canal recto de entrada sobre o desenvolvimento do escoamento. 
O canal considerado tem a mesma configuração do canal genérico da Figura 4.7, com secção 
transversal quadrada ( 1A  ). O efeito das condições de entrada são analisadas para os modelos 
newtoniano e viscoelásticos FENE-P e FENE-CR.  
Para curva com 7.5R d  , o escoamento de fluido newtoniano é avaliado para 350Re  , 
enquanto o escoamento de fluido viscoelástico é avaliado para 350Re = , 0.1 1.0Wi  , 
0.0 1.0   e 250 200L  . Aqui, o efeito de   e 2L  é ilustrado somente para perfil de entrada 
uniforme. Para curva com 1.5R d  , o escoamento é avaliado apenas para fluido viscoelástico 
FENE-CR assumindo 120Re  , 0.1 1.0Wi  , 0.50   e 2 100L  . 
9.2. Resultados - Canal com curvatura moderada 
9.2.1. Fluido newtoniano 
O desenvolvimento do escoamento ao longo da curva considerando os dois perfis de entrada, 
uniforme e completamente desenvolvido, são comparados na Figura 9.1-a. Para 350Re  , verifica-
se que o escoamento depende consideravelmente do perfil de entrada na primeira metade da curva. 
Na segunda metade da curva, os dois escoamentos atingem desenvolvimento completo, para as 
condições de escoamento consideradas, e os perfis de velocidade axial igualam-se. Na Figura 9.1-b é 
comparado o desenvolvimento do escoamento com velocidade uniforme à entrada obtido por 
diferentes autores. Neste gráfico verifica-se que apesar das diferenças entre os perfis de velocidade 
axial, devido principalmente às diferentes condições de escoamento tais como a inércia ( Re ) e a 
curvatura do canal ( cR ), a tendência da evolução do escoamento é semelhante. Isto é, para perfil 
uniforme à entrada da curva, a magnitude da velocidade na zona central aumenta e verifica-se um 
deslocamento ligeiro do perfil no sentido da parede interior da curva. A jusante, a velocidade axial 
continua a aumentar até que desenvolve um máximo. Devido à força centrífuga este máximo 



































Figura 9.1- Evolução da distribuição de U , no plano 0.50Z  , ao longo da curva: a) fluido newtoniano com 350Re  , comparação entre as condições de entrada uniforme 
(linha continua) e completamente desenvolvido (linha tracejada); b) comparação entre os resultados obtidos e outros trabalhos para perfil de entrada uniforme ( Soh & 
Berger (1984): 242Re   e 1 20cR  ;  Soh & Berger (1984): 242Re   e 1 7cR  ;  Agrawal et al. (1978): 565K   e 1 20cR  ;  Soh & Berger (1984): 1263Re   e 
1 20cR  ;  Soh & Berger (1984): 1500Re   e 1 20cR  ;  Soh & Berger (1984): 900Re   e 1 7cR  ; Soh (1988): 574Re   e 1 6.45cR  ). 
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Figura 9.2- Comparação entre a evolução do escoamento com perfil de entrada uniforme e 
completamente desenvolvido: a) U  e b) V  ao longo da curva no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  . Fluido 
newtoniano com diferentes valores de Re .  
A evolução da velocidade axial ao longo da curva, no ponto central da secção transversal, 
é comparada para os dois perfis de entrada na Figura 9.2, para diferentes valores de Re . No 
centro da secção transversal (Figura 9.2-a), enquanto no caso de perfil de entrada 
completamente desenvolvido a velocidade axial diminui imediatamente ao entrar na curva, 
no caso de perfil de entrada uniforme a velocidade axial local aumenta. Para perfil uniforme, 
a magnitude de U  aumenta até um máximo (para 350Re  , 1.605U   na posição 
35.78   ), posteriormente diminui e aumenta ligeiramente até que atinge um valor 
constante (para 350Re  , 1.325U   na posição 144   , Figura 9.2-a). No caso de perfil 
completamente desenvolvido, o escoamento atinge desenvolvimento completo numa posição 
a jusante e de magnitude praticamente igual (para 350Re  , 1.333U   na posição 
164   , Figura 9.2-a). Junto das paredes (Figura 9.3-a), U  é maior no caso de perfil 
uniforme do que no caso de perfil desenvolvido, à entrada da curva. No primeiro caso, a 
velocidade axial diminui consideravelmente na parte inicial da curva ( 10   ) junto das 
paredes, como resultado do estabelecimento da camada limite, sendo esta diminuição mais 
intensa junto da parede interior (Figura 9.3-a). A jusante, U  atinge valor constante mas de 
magnitude diferente (para 350Re  , 0.123U   na parede interior, e 0.218U   na parede 
exterior da curva). Para o perfil completamente desenvolvido, a velocidade axial diminui 
ligeiramente junto da parede interior da curva, mas aumenta consideravelmente junto da 
parede exterior da curva, como resultado do deslocamento da região de U  máximo no 
sentido da parede exterior da curva. A jusante, U  diminui ligeiramente até que atinge valor 
























               (1-Y,Z)= (0.05,0.50)
uniforme, parede exterior
               (1-Y,Z)= (0.95,0.50)
esc. compl. desenv., parede interior
esc. compl. desenv., parede exterior
 
Figura 9.3- Evolução de: a) U  e b) V , ao longo da curva nas paredes interior e exterior. Comparação 
entre perfis de entrada uniforme e completamente desenvolvido de fluido newtoniano com 350Re  . 
Considerando a componente transversal V da velocidade no centro da secção transversal 
(Figura 9.2-b), a magnitude de V aumenta nos dois casos, sendo o aumento mais rápido e 
mais acentuado no caso de perfil completamente desenvolvido (para Re =350, V= -0.2816 na 
posição 19    para perfil de entrada completamente desenvolvido, e V= -0.1652 na posição 
42.5    para perfil uniforme). Depois, a magnitude de V diminui nos dois casos e no final 
da curva atinge valor constante (para Re =350, V= -0.0838 para perfil uniforme e V= -0.0801 
para perfil completamente desenvolvido). O sinal de V é negativo nos dois casos indicando 
que o escoamento transversal tem o sentido da parede exterior da curva, característico do 
par de vórtices principal que se desenvolve como consequência do efeito da força centrífuga. 
Já nas paredes, V diminui progressivamente até 0V   para perfil uniforme, enquanto para 
perfil completamente desenvolvido V aumenta no sentido negativo no início da curva (
30   ) e a jusante diminui para 0V   (Figura 9.3-b). 
A Figura 9.2 mostra ainda as diferenças entre a evolução do escoamento com perfil de 
entrada uniforme e completamente desenvolvido com ao aumento da inércia para fluido 
newtoniano. À entrada da curva ( 0   ), a magnitude de U e V depende unicamente do 
perfil de entrada. A jusante, para Re ≤10 a magnitude de U e V depende apenas da inércia, 
enquanto para Re >10 passa a depender quer da inércia quer do perfil de entrada (Figura 
9.2). Porém, quando o escoamento se desenvolve completamente, a magnitude de U passa a 
depender da inércia apenas (Figura 9.2-a), enquanto V é independente do perfil de entrada e 
da inércia, mas apenas quando Re >150 (Figura 9.2-b). A distância angular necessária para o 
escoamento se desenvolver completamente na curva aumenta com Re, e depende do perfil de 
velocidade à entrada (Figura 9.2). 
A evolução da tensão de corte ( XY ) no ponto central da secção transversal e junto das 
paredes interior e exterior da curva é ilustrada na Figura 9.4. No centro (Figura 9.4-a), XY  
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aumenta em magnitude nos dois casos, mas este aumento é atrasado pelo perfil uniforme à 
entrada (para 350Re  , 2.654XY    na posição 24.6    para perfil de entrada 
completamente desenvolvido, e 1.924XY    na posição 50.3    para perfil uniforme). A 
jusante, XY  diminui e atinge valor constante e igual nos dois casos (Figura 9.4-a). As 
oscilações da evolução de XY  e as diferenças entre os escoamentos são acentuadas pelo 
aumento de Re , e se prolongam para jusante, quando > 10Re  (Figura 9.4-a).  
Nas paredes, a magnitude de XY  é superior no caso de perfil uniforme, à entrada da 
curva (Figura 9.4-b). A jusante, na parede interior, XY  diminui nos dois casos e atingem 
valor igual e constante. Na parede exterior, XY  aumenta e desenvolve um pico no caso de 
perfil completamente desenvolvido. A jusante XY  diminui ligeiramente a atinge valor 
constante na segunda metade da curva. Já no caso de perfil uniforme a magnitude de XY  
diminui no início da curva e a jusante atinge também valor constante. Apesar das diferenças 
na evolução ao longo da curva, a magnitude de XY  no final da curva é independente do 
perfil de entrada. 
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esc. compl. desenv., parede interior
esc. compl. desenv., parede exterior
 
Figura 9.4- Evolução de XY  ao longo da curva: a) no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z   para diferentes 
valores de Re ; e b) junto das paredes interior ( (1 , ) (0.05,0.50)Y Z  ) e exterior (
(1 , ) (0.95,0.50)Y Z  ). Comparação entre perfis de entrada uniforme e completamente desenvolvido 
de fluido newtoniano com 350Re  . 
9.2.2. Fluido viscoelástico 
A variação da velocidade axial na secção transversal e do padrão do escoamento 
secundário com perfil de entrada uniforme e completamente desenvolvido são comparados na 
Figura 9.5, para o caso particular de fluido FENE-CR com 350Re  , 0.5Wi  , 2 100L   e 
0.5  . No caso de perfil de entrada completamente desenvolvido, o deslocamento do 
escoamento no sentido da parede exterior da curva ocorre imediatamente ao entrar na curva 
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Figura 9.5- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário, ao longo da curva 
para perfil de entrada de escoamento: completamente desenvolvido (esquerda) e uniforme (direita). 
































































































Figura 9.6- Distribuição de U , do plano 0.50Z   em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 60
; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Comparação entre perfil de entrada uniforme (linha com símbolo) 
e completamente desenvolvido (linha interrompida). Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 














































































Figura 9.7- Distribuição de V , do plano 0.50Z   em diferentes posições angulares: a) 30   ; b) 60
; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Comparação entre perfil de entrada uniforme (linha com símbolo) 
e completamente desenvolvido (linha interrompida). Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 
2 100L  , para diferentes valores de Wi . 
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(Figura 9.5, lado esquerdo). Contudo, no caso de perfil de entrada uniforme, ocorre o 
desenvolvimento da região de velocidade axial máxima no centro da secção transversal, ao 
mesmo tempo que esta é deslocada no sentido da parede exterior da curva por acção da força 
centrífuga (Figura 9.5 lado direito, entre 10 30    ). A jusante, a distribuição de U nos 
dois escoamentos aproxima-se mas não se iguala.  
Analisando o padrão do escoamento transversal, as diferenças entre os escoamentos são 
evidentes. A Figura 9.5 mostra que o desenvolvimento do par principal de vórtices para perfil 
de entrada uniforme também ocorre no início da curva, mas o formato destes vórtices é 
diferente e de menor intensidade comparativamente ao escoamento com perfil 
completamente desenvolvido (θ =10°, Figura 9.5). Para perfil uniforme, o centro dos vórtices 
surge junto à parede exterior da curva, como resultado da combinação da força centrífuga e 
do aumento em magnitude da velocidade axial (Figura 9.5). Para perfil completamente 
desenvolvido, o centro dos vórtices surgem centrados ao longo das paredes laterais da curva, 
como resultado da combinação da força centrífuga e da região de velocidade axial máxima no 
centro da secção transversal (Figura 9.5). A jusante ( 30   , Figura 9.5), o escoamento 
secundário para perfil uniforme adquire um padrão semelhante ao desenvolvido pelo 
escoamento com perfil completamente desenvolvido. A partir da posição θ ≥60° ocorre 
reversão do escoamento secundário junto da parede exterior da curva no caso de perfil 
completamente desenvolvido, enquanto para perfil uniforme isso só se verifica para θ ≥120° 
(Figura 9.5). Além disso, no caso de perfil completamente desenvolvido, observa-se o 
desenvolvimento do segundo par de vórtices para 90   , e no caso de perfil uniforme 
apenas se verifica no final da curva (Figura 9.5). 
A Figura 9.6 mostra as diferenças na distribuição de U, ao longo do plano central, para os 
escoamentos com perfil de entrada uniforme e completamente desenvolvido. Nesta figura, 
confirma-se a existência de maiores diferenças entre os escoamentos na primeira metade da 
curva, onde o efeito da elasticidade praticamente não existe (da Figura 9.6-a à Figura 9.6-c). 
Na primeira metade da curva, o deslocamento da velocidade axial no sentido da parede 
exterior da curva ocorre mais cedo no caso de perfil de escoamento completamente 
desenvolvido (Figura 9.6-a). Para 120   , o efeito do perfil de entrada diminui 
significativamente e os perfis tendem a aproximar-se, mas a jusante o efeito da elasticidade 
aumenta (Figura 9.6-d). Na segunda metade da curva, a transferência da quantidade de 
movimento no sentido do centro da secção é maior com o aumento de Wi, em particular para 
perfil de escoamento completamente desenvolvido (θ >120°, Figura 9.6). Estes resultados 
mostram que o efeito do perfil de entrada é sentido mesmo no final da curva. 
Embora o efeito de Wi seja reduzido no caso de perfil de entrada uniforme, e pouco 
evidente na distribuição de U no plano central (Figura 9.6), o aumento de Wi provoca 
alterações significativas na distribuição da componente transversal V da velocidade (Figura 
9.7). No início da curva (Figura 9.7-a), a distribuição de V no plano central depende 
consideravelmente do perfil de entrada: quando o perfil de entrada é uniforme a magnitude 
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absoluta máxima é deslocada no sentido da parede interior; para perfil completamente 
desenvolvido este valor é deslocado no sentido da parede exterior da curva. A magnitude de 
V é consideravelmente menor quando o perfil de entrada é uniforme (Figura 9.7-a). A 
jusante, a magnitude de V diminui consideravelmente em todos os casos, mas V  passa a ser 
maior quando o perfil de entrada é uniforme, uma vez que, para este perfil, a intensidade 
máxima do escoamento secundário é atingida numa posição mais a jusante (Figura 9.7-b). Nas 
posições angulares seguintes, V  diminui em todo o plano, mas aumenta no sentido positivo 
junto da parede exterior da curva ( 90   , Figura 9.7). Esta região de reversão do 
escoamento transversal aumenta a jusante e com o aumento de Wi  para os dois perfis de 
entrada, mas é maior para escoamento com perfil completamente desenvolvido (Figura 9.7). 
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Figura 9.8- Evolução de: a) U  e b) V  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.88,0.50)Y Z  . Comparação 
entre perfil de entrada uniforme e completamente desenvolvido. Fluido FENE-CR com 350Re  , 
0.50   e 2 100L  , para diferentes valores de Wi .  
Estes resultados são ainda confirmados na Figura 9.8, onde é comparada a evolução de U e 
V ao longo do canal, junto da parede exterior. A variação local de U e V mostram claramente 
o efeito da elasticidade no desenvolvimento do escoamento junto da parede exterior (Figura 
9.8). Na primeira metade da curva, o escoamento é dirigido apenas pelo perfil de entrada, 
independentemente do valor de Wi. Na segunda metade da curva, o aumento de Wi leva ao 
aumento de V (Figura 9.8-b) e à diminuição de U (Figura 9.8-a), como consequência do 
desenvolvimento e intensificação da região reversão do escoamento secundário. Este 
comportamento é observado para os dois perfis de entrada, mas o efeito de Wi é maior para 
perfil de entrada completamente desenvolvido: ocorre quando Wi ≥ 0.50 para a entrada 
uniforme, mas para perfil completamente desenvolvido ocorre quando Wi ≥ 0.30 (Figura 9.8-
b). 
O desenvolvimento da região de reversão junto da parede exterior da curva com o 
aumento de Wi, na posição 150   , é ilustrado na Figura 9.9. O desenvolvimento do par 
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adicional de vórtices é mais efectivo no caso de perfil completamente desenvolvido, onde se 
verifica o aparecimento e crescimento em tamanho do par adicional de vórtices para 
0.30Wi  . No caso de perfil uniforme, observa-se reversão do escoamento para todos os 
valores de Wi  mas o desenvolvimento do par de vórtices só é observado para 0.70Wi   
(Figura 9.9).  
 




































    
Figura 9.9- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário para diferentes 
valores de Wi , na posição 150   . Comparação entre perfil de entrada uniforme e completamente 
desenvolvido. Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 2 100L  . 
Para o modelo FENE-P, o mesmo comportamento é observado, onde o par adicional de 
vórtices surge para 0.30Wi   quando o perfil de entrada é completamente desenvolvido, tal 
como no caso FENE-CR, mas para perfil uniforme só se desenvolve para 1.0Wi   (Figura 
9.10). O desenvolvimento do par adicional de vórtices para Wi  mais elevado, 
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comparativamente ao modelo FENE-CR, mostra que as propriedades fluidificantes do modelo 
FENE-P, quando o perfil de entrada é uniforme, inibem o desenvolvimento do escoamento 
secundário, ao contrário do que acontece quando o perfil de entrada é completamente 
desenvolvido, tal como mostrado e discutido no Capítulo 6 e Capítulo 7. 
 




































    
Figura 9.10- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário para diferentes 
valores de Wi , na posição 150   . Comparação entre perfil de entrada uniforme e completamente 
desenvolvido. Fluido FENE-P com 350Re  , 0.50   e 2 100L  . 
Avaliando a evolução local de 1N  e XY  ao longo da curva, no centro da secção 
transversal, verifica-se que tanto o perfil de entrada como a elasticidade afectam estes 
parâmetros, na primeira metade da curva (Figura 9.11). No início da curva, o 
desenvolvimento do pico de 1N  e de XY , característicos do desenvolvimento do 
escoamento secundário em curvas, é retardado quando considerado perfil de entrada 
uniforme (tabela, Figura 9.11). Além disso, a magnitude deste pico aumenta com o aumento 
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da elasticidade nos dois casos, mas é sempre maior para o escoamento com perfil de entrada 
completamente desenvolvido (tabela, Figura 9.11). Na segunda metade da curva, 1N  e XY  
atingem valor constante, e a sua magnitude depende apenas da elasticidade, sendo tanto 
maior quanto maior o valor da elasticidade (Tabela 9.1).  
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 Perfil Uniforme Perfil Compl.Desenv. 
Wi  1N    XY    1N    XY    
0.1  0.4791  4.5  0.9908  49.2  0.2431  17.9  1.5413  24.6  
0.3  1.1296  48.1  1.167  48.1  2.1423  24.6  2.2556  24.6  
0.5  2.8350  48.1  1.4983  48.1  5.3182  25.7  3.1360  25.7  
0.7  5.0889  49.2  1.9202  49.2  8.5149  26.8  3.9743  25.7  
1.0  8.6036  49.2  2.5579  49.2  12.6115  26.8  5.0108  26.8  
Figura 9.11- Evolução de: a) 1N  e b) XY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , 
comparação entre perfil de entrada uniforme e completamente desenvolvido. Tabela de valores 
referente ao pico máximo local de 1N  e XY . Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 
2 100L  , 
para diferentes valores de Wi . 
Tabela 9.1- Magnitude de 1N  e XY , na posição 180   , comparação entre perfil de entrada 
uniforme e de escoamento completamente desenvolvido, para diferentes valores de Wi , referente à 
Figura 9.11.  
 Perfil Uniforme Perfil Compl.Desenv. 
Wi  1N  XY  1N  XY  
0.1  0.247251  0.641136  0.259238  0.652757  
0.3  0.558882  0.633781  0.603111  0.654111  
0.5  0.95234  0.655288  1.02005  0.672114  
0.7  1.5502  0.713574  1.63402  0.716286  
1.0  2.89691  0.857487  2.92846  0.820148  
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Figura 9.12- Evolução de dp dY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  . Comparação 
entre perfil de entrada uniforme e completamente desenvolvido para diferentes valores de Wi . Fluido 
FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 2 100L  .  
Também a evolução do gradiente transversal da pressão ( dp dY ), depende em maior 
medida do perfil de entrada do que da elasticidade, na primeira metade da curva (Figura 
9.12). O pico de dp dY , desenvolvido no início da curva, é retardado pelo perfil uniforme, e 
praticamente não depende de Wi . Este comportamento é observado na Figura 9.12, onde é 
ilustrada a evolução de dp dY  no ponto central da secção transversal. O efeito da 
elasticidade sobre dp dY  é maior a jusante do pico máximo, onde dp dY  é tanto maior 
quanto menor o valor de Wi . O efeito de Wi  mantém-se até ao final da curva para perfil 
uniforme, enquanto para perfil completamente desenvolvido este efeito diminui. No final da 
curva, dp dY  é menor para perfil uniforme, que diminui com o aumento de Wi  (Figura 
9.12).  
9.2.2.1.Efeito de β e de L2 
A diminuição do parâmetro de retardamento e o aumento da extensibilidade antecipa a 
transferência de quantidade de movimento quando considerado perfil completamente 
desenvolvido à entrada. Este resultado foi já verificado em diferentes condições de 
escoamento e geometrias, por exemplo, no Capítulo 6 e Capítulo 7. Contudo, quando 
considerado perfil de escoamento uniforme, o efeito destes parâmetros não é tão 
significativo, nas condições de escoamento admitidas.  
O efeito de   e de 2L  sobre a evolução de U  e de V  ao longo do comprimento da 
curva, no centro da secção transversal, é ilustrado na Figura 9.13 e Figura 9.14, 
respectivamente, para fluido FENE-CR e FENE-P com perfil de entrada uniforme. Na primeira 
metade da curva, a diminuição de   leva à diminuição da magnitude máxima de U  no 
modelo FENE-P (devido à fluidificação), mas o oposto é observado para o modelo FENE-CR 
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(devido à elasticidade associada a  ) (Figura 9.13-a). O efeito de   mantém-se até ao final 
da curva. Já a magnitude máxima de V  aumenta no modelo FENE-CR, mas no modelo FENE-P 
mantém-se inalterada com a diminuição de   (Figura 9.13-b). Na segunda metade da curva, 
U  é sempre superior no modelo FENE-CR e é tanto maior quanto maior o valor de   (Figura 
9.13-a). Por sua vez, a magnitude de V  diminui com a diminuição de   nos dois modelos 
viscoelásticos, mas é sempre menor no caso FENE-P (Figura 9.13-b).  
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Figura 9.13- Evolução de: a) U  e b) V  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para perfil 
de entrada uniforme. Comparação entre fluido FENE-CR (linha) e FENE-P (linha interrompida) com 
350Re  , 0.50Wi   e 
2 100L  , para diferentes valores de  . 
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Figura 9.14- Evolução de: a) U  e b) V  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para perfil 
de entrada uniforme. Comparação entre fluido FENE-CR (linha) e FENE-P (linha interrompida) com 
350Re  , 0.50Wi   e 0.50  , para diferentes valores de 2L . 
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Figura 9.15- Variação da distribuição de U  e padrão de escoamento secundário com a variação de   (com 2 100L  ) e 2L  (com 0.50  ) para perfil de entrada 
uniforme, na posição 150   . Comparação entre os modelos FENE-P e FENE-CR com 350Re  , 0.50Wi  . 
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A variação de 
2L , nas condições de escoamento consideradas, é mais acentuado no 
modelo FENE-P do que no modelo FENE-CR (Figura 9.14). No modelo FENE-P, o aumento de 
2L  resulta no aumento de U  e de V  em toda a extensão do canal, e o escoamento tende a 
aproximar-se ao do modelo FENE-CR (Figura 9.14). Todavia, a magnitude de U  e de V  é, em 
geral, superior no caso FENE-CR do que no caso FENE-P, qualquer que seja o valor de 
2L . 
Apesar das diferenças locais entre os dois modelos, verificadas na Figura 9.13 e Figura 
9.14, a Figura 9.15 mostra qualitativamente que, na secção transversal, estas diferenças são 
reduzidas, na posição angular 150    quando 350Re   e 0.50Wi  . Além disso, a Figura 
9.15 mostra que tanto no caso FENE-P como no caso FENE-CR, o desenvolvimento do par 
adicional de vórtices é antecipado com a diminuição do parâmetro de retardamento, para 
valores 0.50  , e com o aumento da extensibilidade, para valores 2 200L  , nas condições 
de escoamento admitidas. 
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Figura 9.16- Evolução de: a) 1N  e b) XY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para 
perfil de entrada uniforme. Comparação entre fluido FENE-CR (linha) e FENE-P (linha interrompida) com 
350Re  , 0.50Wi   e 
2 100L  , para diferentes valores de  .  
Para as mesmas condições de escoamento, a Figura 9.16 e Figura 9.17 mostra que, de uma 
forma geral e ao contrário do que acontece com as componentes da velocidade, tanto a 
evolução local de 1N  como de XY  depende em maior medida de   comparativamente ao 
tipo de modelo reológico. Já o efeito do aumento de 
2L  é tão significativo quanto o do 
modelo reológico (Figura 9.17). Na primeira metade da curva, a magnitude do pico de 1N  e 
de XY  desenvolvido pela curvatura aumenta consideravelmente com a diminuição de   e o 
aumento de 
2L  (Figura 9.16 e Figura 9.17). Este pico é sempre maior no modelo FENE-CR do 
que no modelo FENE-P, e a diferença entre os modelos aumenta com a diminuição de   e o 
aumento de 
2L  (Figura 9.16 e Figura 9.17). Na segunda metade da curva, os valores de 1N  e 
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de XY  tendem a aproximar-se, qualquer que seja o valor de 
2L  e o modelo reológico, mas o 
comportamento verificado na primeira metade mantém-se (Figura 9.17). Na Figura 9.16, no 
entanto, observa-se que a dependência no modelo reológico diminui consideravelmente, mas 
o efeito de   sobre 1N  e XY  mantêm-se (Figura 9.16).  
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Figura 9.17- Evolução de: a) 1N  e b) XY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para 
perfil de entrada uniforme. Comparação entre fluido FENE-CR (linha) e FENE-P (linha interrompida) com 
350Re  , 0.50Wi   e 0.50  , para diferentes valores de 2L .  
9.2.3. Conclusões 
Quando considerado perfil de entrada uniforme, o escoamento requer maior distância 
angular para desenvolver o escoamento característico das curvas, comparativamente a 
escoamento com perfil de entrada completamente desenvolvido. Este comportamento deve-
se à combinação dos efeitos da inércia e da força centrífuga e a necessidade de estabelecer a 
camada limite junto às paredes laterais. Isto é, no início da curva, a inércia tem um efeito 
superior ao da força centrífuga, e o escoamento axial aumenta em magnitude antes mesmo 
de ser deslocado no sentido da parede exterior da curva. Por esse motivo, a região de 
velocidade axial máxima só é deslocada no sentido da parede exterior da curva numa posição 
mais a jusante. Porém, o padrão do escoamento transversal mostra que a força centrífuga 
actua sobre o escoamento desde o início da curva, confirmado pelo desenvolvimento do par 
de vórtices principal, que apresenta intensidade mais reduzida para perfil uniforme. Assim, o 
desenvolvimento do pico de velocidade junto da parede exterior da curva, análogo ao 
desenvolvido pelo escoamento com perfil de entrada completamente desenvolvido e que 
ocorre imediatamente ao entrar na curva, ocorre numa posição a jusante para o caso de 
escoamento com entrada uniforme. A jusante, ambos os escoamentos tendem a aproximar-se 
e, dependendo das condições de escoamento, podem igualar-se. Nas condições de inércia 
consideradas o escoamento atinge desenvolvimento completo no caso newtoniano, contudo, 
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nos casos viscoelásticos seria necessário um maior comprimento angular para que o mesmo 
resultado seja obtido.  
No escoamento em desenvolvimento considerado, o perfil de entrada uniforme retarda o 
desenvolvimento do segundo par de vórtices em todas as situações simuladas, mesmo nos 
casos de elevada elasticidade, extensibilidade e concentração de polímero que antecipam 
este comportamento.  
O escoamento com perfil de entrada completamente desenvolvido é mais afectado pela 
elasticidade e parâmetros viscoelásticos do que o escoamento com perfil uniforme.  
Quando comparados os escoamentos dos modelos viscoelásticos com perfil de entrada 
uniforme, a evolução das componentes da velocidade do escoamento depende em primeiro 
lugar do modelo de fluido e depois do parâmetro viscoelástico. Mas, quando considerada a 
evolução das componentes da tensão o oposto é observado. Além disso, o efeito dos 
parâmetros viscoelásticos sobre a velocidade do escoamento é mais acentuado no modelo 
FENE-P comparativamente ao modelo FENE-CR.  
9.3.Resultados - Canal com curvatura acentuada 
9.3.1. Efeito do perfil de entrada 
A distribuição da velocidade axial e o padrão do escoamento secundário, em diferentes 
posições angulares, do modelo viscoelástico FENE-CR, mostra que o desenvolvimento do 
escoamento é análogo ao desenvolvimento ilustrado e discutido anteriormente na Figura 9.6, 
relativamente ao escoamento através de curva com razão de curvatura superior (Figura 9.19). 
Na primeira metade da curva, o desenvolvimento do escoamento é consideravelmente 
diferente para os dois perfis de entrada. Na segunda metade da curva os escoamentos 
aproximam-se, mas não se igualam. 
Para perfil de entrada uniforme, o desenvolvimento do escoamento é retardado quando 
comparado com geometrias de razão de curvatura superior, tal como verificado no Capítulo 7 
para perfil de entrada completamente desenvolvido. Isto é, no início da curva, o aumento de 
U  junto da parede interior da curva é mais acentuado em geometrias com razão de 
curvatura reduzida (Figura 9.18), comparativamente a curvas com razão de curvatura superior 
(Figura 9.6). Este comportamento foi verificado também por Soh & Berger (1984), Olson & 
Snyder (1985) e Agrawal et al. (1978) para fluido newtoniano, e pode ser explicado por haver 
maior quantidade de movimento na parte interior da curva quando o perfil de entrada é 
uniforme (localmente, U  é ainda 1 , enquanto no perfil de entrada completamente 
desenvolvido U  é 1 ). A jusante, a magnitude de U  continua a aumentar acompanhando a 
formação da camada limite, ao mesmo tempo que o perfil se desloca no sentido da parede 
exterior da curva, aproximando-se do escoamento com perfil de entrada completamente 






















































    
Figura 9.18- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário ao longo da curva. 
Comparação entre perfil de entrada uniforme (direita) e completamente desenvolvido (esquerda). 
Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5Wi  , 0.5   e 



































































































Figura 9.19- Variação da distribuição de U  e V , no plano 0.50Z  , para perfil de entrada uniforme 
(linha com símbolo) e perfil completamente desenvolvido (linha tracejada), nas posições: a) 30   ; b) 
90 ; c) 180 . Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.50   e 2 100L  , para diferentes valores de Wi . 
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na Figura 9.18 ocorre para 90   . Este comportamento é ilustrado qualitativamente para o 
modelo FENE-CR com 0.5Wi  , 0.5   e 2 100L  , mas é semelhante para valores de 




Figura 9.20- Distribuição da velocidade axial ao longo da curva sem canal recto de entrada, no plano 
0.5Z  , para perfil de escoamento: a) completamente desenvolvido e b) uniforme. Fluido FENE-CR com 
120Re  , 0.5Wi  , 0.5   e 
2 100L  . (NOTA: seta indica o sentido do escoamento) 
Os contornos de U , ao longo da curva e do canal de saída, segundo o plano central 
0.5Z   confirmam a análise acima descrita (Figura 9.20). Enquanto para perfil 
completamente desenvolvido a magnitude da U  diminui ao longo da curva e a região máxima 
de U  se desloca no sentido da parede exterior da curva, logo à entrada da curva (Figura 
9.20-a); para perfil uniforme a magnitude de U  aumenta ao longo da curva devido ao 
retardamento do fluido junto às paredes (para manter o caudal imposto, o máximo da 
velocidade no centro tem de aumentar) e o deslocamento para junto da parede exterior da 
curva ocorre numa posição mais a jusante (Figura 9.20-b). 
Os campos de vectores da Figura 9.18 mostram que o escoamento secundário não 
desenvolve par de vórtices adicional e é constituído apenas por um par de vórtices que ocupa 
toda a secção transversal, para os dois perfis de entrada. O desenvolvimento do segundo par 
de vórtices é retardado quando considerada geometria com razão de curvatura muito 



























    
Figura 9.21- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com Wi , na posição 
150   . Comparação entre perfil de entrada completamente desenvolvido (esquerda) e uniforme 
(direita). Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5Wi  , 0.5   e 2 100L  . 
O efeito da elasticidade sobre o escoamento é comparado para os dois tipos de perfil de 
entrada na Figura 9.19. Os perfis de U  e V  extraídos do plano central mostram claramente 
que o desenvolvimento do escoamento depende fortemente do perfil de entrada (Figura 
9.19). No final de curva (Figura 9.19-c), os perfis aproximam-se mas não se igualem. A 
distribuição de U  é praticamente independente da elasticidade, mas a magnitude de V  é, 
em geral, tanto maior quanto menor a elasticidade, sendo sempre menor para o escoamento 
com perfil de entrada completamente desenvolvido. Além disso, em todos os casos simulados, 
V  tem sinal negativo ao longo do plano central (Figura 9.19). A Figura 9.21, que ilustra a 
distribuição de U  e os campos de vectores, na posição angular 150   , para diferentes 
valores de Wi , mostra que, em virtude do retardamento no desenvolvimento do escoamento, 
o par adicional de vórtices não se desenvolve, em nenhum dos casos. 
A evolução do escoamento, no centro da secção transversal, mostra que tanto o tipo de 
perfil de entrada como a elasticidade afectam o escoamento (Figura 9.22). O efeito do perfil 
de entrada domina a evolução da velocidade em toda a extensão da curva, e no final desta os 
escoamentos estão ainda longe de se aproximarem (Figura 9.22), em oposição ao que 
acontece em geometrias com cR  superior. Este comportamento é verificado, uma vez que a 
diminuição da razão de curvatura aumenta o comprimento angular de desenvolvimento na 
curva, que é também aumentada pelo perfil de velocidade uniforme à entrada. Em suma, o 
desenvolvimento do escoamento é retardado pelo perfil de entrada uniforme, quer 
comparando com o escoamento com perfil de entrada completamente desenvolvido quer com 
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escoamento de perfil uniforme em canal com razão de curvatura superior (Figura 9.22). A 
magnitude máxima de V , por exemplo, ocorre na posição 100    para 1.5R a  , enquanto 
para 7.5R a   ocorre na posição 40   , e para perfil completamente desenvolvido ocorre 
nas posições 50    e 20   , respectivamente (Figura 9.22). Já a elasticidade afecta a 
amplitude das oscilações da evolução da velocidade, em particular para escoamento com 
perfil de entrada uniforme. De uma forma geral, o aumento de Wi  diminui U  (Figura 9.22-a) 
e a magnitude absoluta de V  (Figura 9.22-b), em especial no final da curva, pois na primeira 
metade da curva o escoamento é determinado pela geometria e pelo perfil de entrada. 
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Figura 9.22- Evolução de: a) U , b) V  e c) XY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , 
para diferentes valores de Wi . Comparação entre perfil de entrada uniforme (linha) e de escoamento 
completamente desenvolvido (linha interrompida). Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5   e 
2 100L  . 
Na mesma localização, a tensão de corte depende fortemente quer do perfil de entrada 
quer do valor de Wi . A evolução da tensão de corte polimérica ao longo da curva evidencia o 
retardamento que o perfil de entrada uniforme provoca no desenvolvimento do escoamento: 
o efeito do perfil tampão de entrada, onde as tensões são quase nulas porque a velocidade é 
 Uniforme Compl.D. 
Wi    XY    XY  
0.1  118  0.228  56  0.709  
0.3  118  0.935  62  1.761  
0.5  124  2.081 69  2.965  
0.7  127  3.124  ---- ---- 
1.0  131  4.283  ---- ---- 
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quase uniforme, prolonga-se praticamente até meia curva ( 90   ). O pico máximo de | |XY
, desenvolvido devido ao efeito da curvatura, ocorre ainda na primeira metade da curva para 
perfil completamente desenvolvido, mas para perfil uniforme só ocorre na segunda metade da 
curva (Figura 9.22-c). Além disso, | |XY  aumenta e a sua posição desloca-se para jusante 
com o aumento de Wi , para os dois perfis de entrada. Porém, considerando o mesmo valor 
de Wi , a magnitude de | |XY  é sempre maior para perfil completamente desenvolvido do 
que para perfil uniforme. A jusante do pico, a diminuição de | |XY  é maior para perfil de 
entrada completamente desenvolvido e, por isso, a magnitude local de | |XY  é maior para 
perfil uniforme, qualquer que seja o valor de Wi  (Figura 9.22-c). 
9.3.2. Efeito do canal recto de entrada 
O estudo do efeito da dimensão da curvatura sobre o escoamento, no Capítulo 7, revelou 
que, para geometrias com razão de curvatura reduzida ( 3.5cR  ), a curvatura afecta o 
escoamento no canal recto de entrada a montante da curva, alterando o perfil de escoamento 
de entrada na curva. Por este motivo, torna-se necessário avaliar o efeito da presença de 
canal recto de entrada a montante da curva nestas geometrias.  
 
a)











com Xc.e., Wi= 0.1
com Xc.e., Wi= 0.3
com Xc.e., Wi= 0.5
sem Xc.e.
b)








Figura 9.23- Variação da distribuição de: a) U  e b) V  com Wi , no plano 0.50Z   à entrada da curva (
0   ). Comparação entre geometria com (linha com símbolo) e sem (linha interrompida) canal de 
entrada ( . .c eX ). Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.50   e 
2 100L  . 
As diferenças entre os perfis de entrada para os casos com e sem canal de entrada ( . .c eX ), 
são ilustradas na Figura 9.23, para diferentes valores de Wi . Para geometria com canal recto 
de entrada, o perfil da velocidade axial entra na curva ligeiramente deslocado no sentido da 
parede interior da curva, enquanto no caso sem canal recto de entrada o perfil de entrada é 
253 
 
simétrico relativamente ao plano 1 0.5Y   (Figura 9.23-a). A presença de canal recto de 
entrada resulta ainda no desenvolvimento de escoamento transversal positivo (a apontar para 
dentro da curva), que não se verifica na geometria sem canal recto de entrada com 0V   
(Figura 9.23-b). A intensidade do escoamento transversal aumenta com a diminuição de Wi . 
A evolução da distribuição de U  ao longo da curva é ilustrada na Figura 9.24, onde se 
verifica que as principais diferenças no desenvolvimento do escoamento ocorrem na primeira 
metade da curva. O deslocamento do escoamento no sentido da parede exterior da curva, por 
acção da força centrífuga, ocorre nos dois casos, mas é retardado pela presença de canal 
recto de entrada. Com o desenvolvimento do escoamento, que é semelhante nos dois casos, 
os perfis de velocidade axial aproximam-se mas não se igualam (Figura 9.24-f), pois o raio de 
curvatura é demasiado pequeno para garantir escoamento completamente desenvolvido à 
saída da curva, para o comprimento angular considerado.  
O efeito do canal de entrada sobre o escoamento é pouco afectado pela elasticidade, 
sendo a geometria do canal o parâmetro dominante na evolução do escoamento. Assim, o 
aumento de Wi  resulta, em geral, num ligeiro aumento da magnitude de U  máximo, mas o 
valor deste é sempre maior na ausência do canal recto de entrada (Figura 9.24). A sequência 
de contornos da distribuição de U  e padrões de escoamento transversal apresentados na 
Figura 9.25 ilustra qualitativamente este comportamento em toda a secção, para fluido FENE-
CR com 0.3Wi  , 0.5   e 2 100L  . Além disso, independentemente da presença ou não de 
canal recto de entrada, o escoamento secundário é constituído apenas pelo par de vórtices 
principal (Figura 9.25). 
A evolução de U  e de V , no ponto central da secção transversal, confirma a existência de 
diferenças na magnitude local da velocidade (Figura 9.26). Apesar de a evolução de U  e de 
V  ser semelhante nas duas geometrias, as diferenças diminuem ao longo da curva, mas 
persistem até ao final desta: a presença de canal recto de entrada retarda a diminuição de 
U  no centro da secção, e a diminuição é ligeiramente superior também nessa geometria, 
independentemente do valor de elasticidade (Figura 9.26-a). À saída da curva, as diferenças 
de magnitude de U  nos diferentes casos diminuem consideravelmente, mas não se igualam.  
Considerando a componente V  (Figura 9.26-b), na presença de canal recto de entrada, o 
escoamento entrar na curva com escoamento transversal diferente de zero, o aumento da 
magnitude de V  resultante da curvatura é também superior nesta geometria, 
independentemente do valor de Wi . Apesar de as diferenças entre os duas geometrias 
diminuírem a jusante, confirma-se que no final da curva existem ainda diferenças: V  é maior 
em valor absoluto com a diminuição de Wi , mas é maior na geometria sem canal recto de 
entrada. Para as mesmas condições de escoamento, a Figura 9.27, mostra que a distribuição 
de U  na secção transversal, na posição 150   , é ligeiramente afectada pela geometria na 
















com Xc.e., Wi= 0.1
com Xc.e., Wi= 0.3





































































com Xc.e., Wi= 0.1
com Xc.e., Wi= 0.3




Figura 9.24- Variação da distribuição de U  com Wi , ao longo do plano 0.5Z   em diferentes posições: 
a) 30   ; b) 60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Comparação entre a geometria com e sem canal 
recto de entrada ( . .c eX ). Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.50   e 


























































    
Figura 9.25- Evolução da distribuição de com U  e do padrão de escoamento secundário ao longo da 
curva. Comparação entre a geometria com (esquerda) e sem (direita) canal recto de entrada ( . .c eX ). 















com Xc.e., Wi= 0.1
com Xc.e., Wi= 0.3
com Xc.e., Wi= 0.5
sem Xc.e.
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Figura 9.26- Evolução de: a) U  e b) V  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para 
diferentes valores de Wi . Comparação entre a geometria com e sem canal recto de entrada ( . .c eX ). 
Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5   e 
2 100L  . 



























Figura 9.27- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com Wi , na posição 
150   . para geometrias com e sem canal de entrada. Comparação entre a geometria com (esquerda) 
e sem (direita) canal recto de entrada ( . .c eX ). Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5   e 
2 100L  . 
As diferenças entre as duas geometrias são maiores quando avaliadas as componentes da 
tensão. Na Figura 9.28 é comparada a evolução de XX  e XY  entre as duas geometrias, para 
diferentes valores de elasticidade. A magnitude absoluta do pico característico de XX  e XY  
desenvolvido na curva depende tanto da geometria como da elasticidade. A magnitude do 
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pico de XX  e XY  aumenta com Wi , como seria de esperar, e é sempre maior para a 
geometria com canal recto de entrada, surgindo numa posição mais a jusante para esta 
geometria. A diferença de magnitude entre as geometrias aumenta com o aumento de Wi , 
mas diminui consideravelmente a jusante. Contudo, as componentes da tensão, nas 
diferentes geometrias, não se igualam mesmo para 0.1Wi   (Figura 9.28). 
O aumento da elasticidade para valores superiores a 0.50Wi  , considerando modelo 
FENE-CR com 120Re  , 2 100L   e 0.50  , mostrou que a simulação do escoamento na 
geometria sem . .c eX  converge apenas para valores de elasticidade 0.5Wi  . Para a geometria 
com . .c eX , no entanto, converge pelo menos até 1.0Wi  , para as mesmas condições de 
escoamento. A presença do canal recto de entrada a montante da curva tem, assim, um 
efeito estabilizador do ponto de vista numérico.  
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com Xc.e., Wi= 0.1
com Xc.e., Wi= 0.3
com Xc.e., Wi= 0.5
sem Xc.e., 
 
Figura 9.28- Evolução de: a) XX  e b) XY  ao longo da curva, no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  , para 
diferentes valores de Wi . Comparação entre a geometria com e sem canal recto de entrada ( . .c eX ). 
Fluido FENE-CR com 120Re  , 0.5   e 
2 100L  .  
9.3.3. Conclusões 
Os resultados acima apresentados mostram que as diferenças no desenvolvimento do 
escoamento entre perfil uniforme e perfil completamente desenvolvido são também 
significativas em escoamento em desenvolvimento através de curvas acentuadas. O perfil 
uniforme retarda, igualmente, o desenvolvimento do escoamento. Isto é, o efeito da força 
centrífuga sobre o escoamento só se sobrepõe ao efeito da inércia na direcção axial numa 
posição mais a jusante, comparativamente ao escoamento com perfil de entrada 
completamente desenvolvido. As diferenças no desenvolvimento dos escoamentos são 
acentuadas pela diminuição da razão de curvatura. Em particular, à saída da curva não se 
verifica o completo desenvolvimento nem os escoamentos se igualam. 
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A presença do canal recto de entrada altera o perfil de velocidade à entrada da curva. Por 
este motivo, o desenvolvimento do escoamento apresenta diferenças nas duas geometrias 
consideradas. As diferenças são maiores na primeira metade da curva, e diminuem na 
segunda metade da curva, mas não se igualam, confirmando que a distância angular admitida 
não é suficiente para atingir escoamento completamente desenvolvido, em geometrias com 
razão de curvatura reduzida. A presença de canal recto de entrada retarda o desenvolvimento 
do escoamento, porque, de início, o ponto de velocidade axial máxima é deslocado para o 
interior da curva. Contudo, esta diferença resulta numa maior estabilização do escoamento, 
permitindo obter convergência de soluções em escoamentos com valores de elasticidade 
superiores. 
9.4. Conclusões 
Os resultados apresentados permitem concluir que independentemente das condições de 
escoamento e da geometria admitida, o escoamento em desenvolvimento através de curva 
com secção quadrada segue uma linha de evolução comum. Contudo, o perfil de entrada e a 
presença ou não de canal recto de entrada provaram ser determinantes na evolução do 
escoamento, sendo particularmente importante na primeira metade da curva de 180    e 
quando a razão de curvatura do canal é reduzida. Assim, o perfil de entrada uniforme (ou 
perfil tampão) e a presença de canal recto de entrada resultam no retardamento do 
desenvolvimento do escoamento ao longo da curva, que é acentuado pela redução da razão 
de curvatura.  
Apesar de o resultado ser o mesmo, isto é, o retardamento do desenvolvimento do 
escoamento na curva, os mecanismos de evolução são diferentes nos dois casos. No caso de 
perfil uniforme, surge da combinação dos efeitos da inércia na direcção axial, da força 
centrífuga e da necessidade de estabelecer a camada limite junto às paredes laterais. Isto é, 
no início da curva, a inércia e o desenvolvimento da camada limite tem um efeito superior ao 
da força centrífuga, e o escoamento axial aumenta em magnitude antes mesmo de ser 
deslocado no sentido da parede exterior da curva. Por esse motivo, a transferência de 
quantidade de movimento no sentido da parede exterior da curva só se verifica numa posição 
mais a jusante. Na presença de canal recto de entrada, o deslocamento do escoamento no 
sentido da parede interior, a montante da curva, resulta no aumento do “caminho” a 
percorrer pelo máximo do escoamento axial, no sentido da parede exterior da curva.  
No final da curva, os escoamentos tendem a aproximar-se em todos os casos, mas, 
dependendo das condições de escoamento, podem igualar-se ou não. O aumento da inércia, 
os modelos reológicos viscoelásticos, o aumento da elasticidade, da extensibilidade e da 
concentração de polímero, resultam no aumento das diferenças no desenvolvimento do 
escoamento para as diferentes condições de entrada.  
A presença de canal recto de entrada revelou ser importante na estabilização do 




Capítulo 10.  
Escoamento em curvas com diferentes 
razões de aspecto 
A forma e dimensão da secção transversal, que confina o escoamento a um determinado 
espaço, são cruciais no desenvolvimento do escoamento em curvas. A forma circular da 
secção transversal é a mais encontrada na natureza e em aplicações práticas de canais 
curvos. No entanto, outras formas podem ser usadas, tal como a forma rectangular, por 
exemplo, em sistemas de ventilação e ar condicionado, ou forma anelar, por exemplo, em 
sistemas de filtração (Figura 10.1). Para razão de aspecto ( A ) infinita o efeito das paredes 
laterais é eliminado e, por esse motivo, a intensidade do escoamento secundário tende 
assimptoticamente para zero (Cuming (1952)). Na prática não existem canais com A   , e 
só no caso limite em que d R  o efeito das paredes laterais poderá ser negligenciado. Esta 
condição é muitas vezes assumida na abordagem analítica para simplificação do problema ou 
no caso do escoamento entre dois cilindros concêntricos, análogo ao escoamento em curvas. 
Para razão de aspecto finita, o padrão primário do escoamento é celular por natureza, com 
pelo menos 2 vórtices sempre presentes devido ao efeito das paredes laterais que restringem 
o escoamento (Topakaglu & Ebadian (1985), Shanthini & Nandakumar (1986)). Mas o 
desenvolvimento de instabilidades depende essencialmente de Dn , uma vez que para Dn   
o escoamento é independente da secção transversal (Cheng & Akiyama (1970)).  
Segundo Guan & Martonen (1997), qualquer forma da secção transversal em curvas pode 
desenvolver escoamento secundário, mas as condições necessárias para o seu 
desenvolvimento e o padrão desenvolvido vai depender significativamente da geometria da 
secção. Quando 1A h d   significa que a altura ( h ) e a largura ( d ) da secção transversal 
são iguais; quando 1A  as paredes interior e exterior da curva têm um tamanho reduzido 
relativamente às paredes laterais; enquanto para 1A   as paredes interior e exterior da 
curva têm um tamanho superior ao das paredes laterais (Figura 10.1).  
Numa tentativa de perceber a influência das paredes do canal na formação e 
desenvolvimento do escoamento secundário característico das curvas, têm sido investigados 
escoamentos em canais curvos com as mais diversas formas de secção transversal (Figura 
10.1). Smith (1976a) tentaram obter uma solução analítica aplicável a curvas com secção 
transversal genérica, para uma gama considerável de Dn  e considerando R d . No 
entanto, o problema mostrou ser muito mais complicado para Dn  elevado. Mesmo assumindo 
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simplificações, concluíram que a sua análise é válida apenas para o caso de secção transversal 
triangular, e para condições de escoamento particulares. 
 
Figura 10.1- Tipos de secção transversal e nomenclatura, (da esquerda para a direita e de cima para 
baixo): secção anelar concêntrica, secção anelar excêntrica, secção elíptica e secção triangular 
isósceles.  
Ito (1951, citado por Bara et al. (1992)) demonstrou a existência de escoamento secundário 
tanto em secção transversal quadrada como elíptica. Verificou que, para A  reduzido, a 
intensidade do escoamento secundário aumenta até um máximo, a partir do qual começa a 
diminuir. Cuming (1952) estudou os efeitos da razão de aspecto sobre a distribuição da 
velocidade, considerando secção transversal com forma elíptica, rectangular e circular. 
Verificou que a intensidade do escoamento secundário é maior para secção rectangular do 
que para secção circular e que a intensidade do escoamento secundário diminui quer para 
A   quer para A . Dean & Hurst (1959) verificaram que a redução de caudal e a 
deslocação da velocidade axial máxima no sentido da parede exterior é maior e mais 
acentuado para canal de secção quadrada do que circular, fundamentando que, nas mesmas 
condições, a secção quadrada apresentar um escoamento transversal mais intenso.  
Masliyah & Nandakumar (1979), Masliyah (1980) e Nandakumar & Masliyah (1982) 
mostraram a importância da configuração geométrica das paredes da curva no 
desenvolvimento do escoamento secundário. Masliyah & Nandakumar (1979) não verificam 
numericamente a solução de 4-vórtices para canal helicoidal de secção semi-circular, cuja 
parede recta correspondia à parede interior da curva. Outra observação importante foi a de 
que para esta geometria, a variação da curvatura não afecta significativamente o 
escoamento, sendo caracterizado apenas por Dn . Mais tarde, Masliyah (1980) estudou o 































































correspondente à parede exterior da curva. Neste caso, verificou a formação do padrão com 
4-vórtices. Mostrou ainda que, para as mesmas condições de escoamento, o valor de Dn  de 
transição do escoamento secundário (de 1 para 2 pares de vórtices), para esta secção semi-
circular ( 105Dn  ), está mais próximo do valor para secção rectangular ( 100Dn  ) do que 
para secção circular. No mesmo estudo, não observaram transição do escoamento para a 
secção circular, mas verificaram para a secção semi-circular com parede recta no interior da 
curva ( 250Dn  ). Nandakumar & Masliyah (1982) compararam o escoamento em canais 
curvos de secção circular e semi-circular e verificaram que a solução de quatro vórtices é 
mais fácil de obter quando a parede exterior da curva é recta, confirmando os resultados de 
Masliyah (1980). De Vriend (1981a) estudou o efeito das paredes interior e exterior 
considerando canal de secção rectangular. Os resultados apresentados mostraram que, 
mesmo para d h , as paredes têm importância considerável na redistribuição da 
velocidade, argumentando que a negligência destas paredes leva a resultados limitados. 
Nandakumar & Masliyah (1982) observaram que a bifurcação da solução de dois vórtices para 
soluções de dois e quatro vórtices, para Dn  elevado, existe independentemente da forma da 
seção transversal. 
Sugiyama et al. (1983) e, mais tarde, Fellouah et al. (2006) apresentaram estudos 
sistemáticos sobre o efeito da razão de aspecto nas alterações do escoamento através de 
curvas de 180  com secção rectangular. Sugiyama et al. (1983) visualizaram 
experimentalmente o escoamento secundário numa gama de 0.25 2.5A  , e Fellouah et al. 
(2006) estudaram numericamente uma gama mais alargada de razões de aspecto (
0.5 12A  ), e experimentalmente o caso particular com 8A  . Em ambos os estudos, 
verificaram que críticoDn  depende da razão de aspecto, mas a sua variação não é linear. Em 
geral, críticoDn  apresenta o seu valor mais baixo para 1A  ; para 1A  o valor de críticoDn  
aumenta; mas para 1A   o críticoDn  primeiro aumenta e depois diminui até que se torna 
constante, para determinado d R  (Sugiyama et al. (1983), Thangam & Hur (1990) e Fellouah 
et al. (2006a)). Esta variação é justificada pela maior ou menor dominância relativa dos 
efeitos de confinamento, que as paredes da secção exercem sobre o escoamento, e a 
resistência à formação do escoamento secundário. Segundo Fellouah et al. (2006a), 
assumindo Dn  e d R  constantes, à medida que A  aumenta, estes dois efeitos competem 
entre si: para 1A  o efeito do confinamento predomina aumentando o Dn  de transição; 
para 1 4A   o efeito do escoamento secundário prevalece e o Dn  de transição aumenta; 
para 4 8A   o efeito de não-confinamento domina o escoamento e o Dn  de transição 
diminui; para 8A   o efeito de não-confinamento é mais acentuado (onde o efeito das 
parede laterais é praticamente negligenciável) e o Dn  de transição tende a atingir um valor 
constante. A partir daí, o valor de Dn  de transição passa a ser independente de A . A 
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variação de críticoDn  com A, descrita por Fellouah et al. (2009), está representada 
graficamente na Figura 10.2, assim como para outros autores, considerando diferentes razões 
de curvatura.  
 













Fellouah et al. (2006), R/d = 10, numérico
Thangam & Hur (1990), R/d= 20, numérico
Chandratilleke & Nursubyakto (2003), R/d = 5, numérico
Komiyama et al (1984), R/d = 12.5, numérico
Cheng et al. (1976), R/d = 2.71-5, numérico
Bara et al. (1992), R/d = 15.1, exp. e num.
Sugiyama et al. (1983), R/d = 7, experimental
Thangam & Hur (1990), R/d= 5, numérico
Chandratilleke & Nadim (2012), R/d= 12.5, numérico
Chandratilleke & Nadim (2012), elíptica, R/d= 12.5, numérico
 
Figura 10.2- Variação de críticoDn  com A, em curvas de secção rectangular com diferentes razões de 
curvatura ( R d ), apresentada por diferentes autores. (adaptado de Fellouah et al. (2006)) 
As instabilidades de Dean desenvolvidas são significativamente diferentes dependendo de 
A. De uma forma geral, com o aumento de Dn (para valores moderados), o escoamento 
secundário desenvolve-se numa estrutura de 2 pares de vórtices para baixas razões de 
aspecto, e múltiplos pares de vórtices ao longo da parede exterior da curva para razões de 
aspecto superiores (Sugiyama et al. (1983), Shanthini & Nandakumar (1986), Thangam & Hur 
(1990), Yanase et al. (2002) e Fellouah et al. (2006a)). Sugiyama et al. (1983), para 0.25 ≤ A 
≤ 2.5, verificaram a formação de até 3 pares de vórtices; Yanase et al. (2002) consideraram a 
gama 1 12A   e Fellouah et al. (2006) a gama 0.5 ≤ A ≤ 12, e observaram que o padrão do 
escoamento secundário pode apresentar até 12 pares de vórtices; Facão & Oliveira (2005) 
mostraram padrões de escoamento de até 3 pares de vórtices para A =7.14. Na Figura 10.3 
são apresentados alguns padrões de escoamento secundário obtidos experimentalmente por 
Sugiyama et al. (1983) e Fellouah et al. (2006a) para secção transversal rectangular com 
diferentes valores de A. Outros padrões de escoamento secundário, em curvas de secção 
rectangular, são ilustrados nos trabalhos de, por exemplo, Sugiyama et al. (1983), Yanase et 
al. (2002) e Fellouah et al. (2006a). 
Considerando escoamento sem inércia ( 0Re  ), Norouzi et al. (2010a) verificaram que em 
secção transversal rectangular com A = 0.89077, a resistência do escoamento é independente 
da curvatura do canal (Figura 10.4-a), isto é, a resistência do escoamento numa qualquer 
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curva é igual à resistência do escoamento num canal recto ( 1c sf f  ). No entanto, para A > 
0.89077 a resistência do escoamento na curva é menor que em canal recto, e para A < 
0.89077 a resistência do escoamento numa curva é maior que num canal recto, semelhante 
ao escoamento inercial (Figura 10.4-a). 
 
 
Figura 10.3- Ilustração fotográfica dos resultados experimentais de Sugiyama et al. (1983) e Fellouah et 
al. (2006): a) 0.5A   e 275Dn  ; b) 0.75A   e 282Dn  ; c) 1A  e 183Dn  ; d) 1.25A  e 
249Dn  ; e) 1.5A  e 216Dn  ; f) 2A  e 180Dn  ; g) 2.5A   e 279Dn   (adaptado de 
Sugiyama et al. (1983)); h) 8A  e 200Dn   (adaptado de Fellouah et al. (2006)). 
A secção transversal com forma elíptica, que não apresenta paredes rectas, mostra ser 
mais eficiente no desenvolvimento do escoamento secundário. Esta eficiência é aumentada 
quando o lado maior da secção corresponde à parede exterior da curva ( h d ). Truesdell & 
Adler (1970) verificaram este resultado comparando o escoamento através de canal helicoidal 
com secção circular e elíptica. Silva et al. (1999) e Chandratilleke & Nadim (2012) 
compararam numericamente o escoamento através de curva de secção transversal elíptica e 
rectangular. Chandratilleke & Nadim (2012) concluíram que o desenvolvimento do 
escoamento secundário é diferente numa e outra secção: na secção elíptica, ao contrário do 
que ocorre em canais de secção rectangular, as instabilidades de Dean têm origem dentro do 
escoamento, isto é, dentro do par de vórtices principal, em vez da parede exterior da curva; 










de vórtices) é mais baixo na secção rectangular do que na secção elíptica (Figura 10.2). 
Chandratilleke & Nadim (2012) verificaram ainda que em escoamento térmico, para Dn  
reduzido (onde a convecção térmica domina o escoamento), a secção elíptica é mais eficiente 
na transferência de calor, comparado com a secção rectangular; mas para Dn  elevado (onde 
a força centrífuga domina o escoamento) a situação reverte-se. Por sua vez, Silva et al. 
(1999) mostraram que o escoamento através de curva com secção elíptica pode ser menos 
estável que para secção rectangular, para Dn  elevado, ao observarem a formação de 
múltiplos pares de vórtices. O mesmo não foi observado no caso da secção rectangular. Silva 
et al. (1999) mostraram ainda que o factor de atrito (Figura 10.4-b) aumenta com Dn  
qualquer que seja a forma da secção transversal, mas só é afectado por A  na secção 
rectangular, sendo tanto maior quanto maior A , apesar da diferença só se fazer observar 








































Figura 10.4- a) Variação da razão do factor de atrito ( c sf f ) com a curvatura, para canal com secção 
transversal rectangular com diferentes valores de A  e 0Re  . (Adaptado de Norouzi et al. (2010)); b) 
Variação do factor de atrito modificado ( fRe ) com o Dn , para curva com secção elíptica e rectangular 
com diferentes valores de A. (adaptado de Silva et al. (1999)). 
Soluções para escoamento em canal com secção transversal triangular foram obtidas 
numericamente para uma gama elevada de Dn por Collins & Dennis (1976a, 1976b). A forma 
considerada foi a de um triângulo isósceles cuja parede interior da curva corresponde ao 
vértice formado pelos lados iguais do triângulo, que, por sua vez, correspondem às paredes 
laterais (Figura 10.1). Observaram o aparecimento do par de vórtices principal, mas com o 
aumento de Dn, os vórtices principais diminuem de intensidade e surge um novo par de 
vórtices nos cantos, formados pela parede exterior da curva e as paredes laterais. Para 
valores ainda maiores de Dn, a complexidade do escoamento aumenta com a formação de 
novos pares de vórtices adjacentes aos vórtices adicionais. Este tipo de vórtices, que surgem 
265 
 
no canto, tinha sido já observado por Moffatt (1963), num estudo analítico sobre a formação 
de vórtices em cantos acentuados.  
Os canais curvos com secção anelar são frequentemente utilizados para aumentar a 
eficiência da transferência de calor e/ou de massa (Kapur et al. (1964), Patil et al. (1982), 
Garimella et al. (1988), Prasad et al. (1989), Haraburda (1995), Figueiredo & Raimundo 
(1996)). Humphrey (1978) comparou numericamente as secções transversais circular e anelar, 
em curvas de 90 . Observou que na presença da parede curva dentro do canal, o padrão de 
escoamento aumenta em complexidade, com formação de pares de vórtices adicionais, sendo 
esta complexidade tanto maior quando menor a razão entre raios ( i or r r  onde ir  é o raio 
interior da secção e or  é o raio exterior da secção transversal, Figura 10.1). Em continuação 
do estudo de Humphrey (1978), Choi & Park (1992) consideraram uma gama superior de R/d e 
r , e verificaram que o padrão típico do escoamento transversal é constituído por 1 par de 
vórtices em cada metade da secção, para r  reduzido. Para r  elevado, como o espaço entre 
as paredes interna e externa da secção transversal diminui, o padrão anterior decompõe-se. 
Para o mesmo tipo de secção, Nobari et al. (2009) mostrou a complexidade do 
desenvolvimento do escoamento secundário. A distribuição da velocidade axial segundo o 
plano de simetria é assimétrica em cada um dos lados da parede interna da secção 
transversal. Para baixo Re, o escoamento apresenta um padrão de dois vórtices simétricos 
segundo o plano de simetria: um mais pequeno junto da parede interna da secção e o outro 
maior junto da parede externa da secção transversal. O aumento de Re leva à formação de 
novos pares de vórtices com origem na divisão dos vórtices maiores. A complexidade do 
escoamento através de canal com secção anelar pode ainda ser aumentada se se considerar a 
excentricidade da parede interna da secção transversal (Figura 10.1). Nesta situação o 
escoamento é assimétrico na secção transversal, com escoamento secundário mais intenso na 
região mais larga (Nobari & Mehrabani (2010), Nobari et al. (2012)). 
É consensual que qualquer que seja a secção transversal, é possível obter escoamento 
secundário em qualquer curva, e a intensidade do escoamento secundário é maior para 
secção transversal cuja parede exterior seja recta. A maior intensidade do escoamento 
secundário está associada a melhores performances em termos de transferência de 
calor/massa e mistura, por isso as secções não-circulares com, pelo menos, a parede exterior 
recta são apontadas como mais eficientes, embora sejam menos comuns. 
10.1. Descrição do problema 
Para avaliar o efeito da secção transversal sobre o escoamento através de curva, a 
variação da secção transversal rectangular é feita através do aumento da profundidade do 
canal, mantendo a largura deste constante. Isto é, a distância entre a parede interior e 
exterior da curva é constante (Y= d = 1), enquanto a distância entre as paredes laterais 
inferior e superior da curva é aumentada (Z=h ≥ 0.5), aumentando assim a razão de aspecto (
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A h d ). A geometria admitida é apresentada na Figura 4.7, com razão de curvatura 
constante e igual a 7.5cR R d  , e a razão de aspecto é variada segundo o intervalo 0.5 ≤ 
A ≤ 5, para o qual o efeito das paredes laterais sobre o escoamento é não negligenciável. 
Tabela 10.1- Características das malhas para canal com 7.5cR   e diferentes razões de aspecto. 
Razão de aspecto   NX NY NZ   
Xf  Yf  Zf  NCV 
0.5A   
Canal entrada 30 20 20   0.91168118 1.00000000 1.00000000 
96400 Curva 181 20 20   1.00000000 1.00000000 1.00000000 
Canal saída 30 20 20   1.09687467 1.00000000 1.00000000 
1A  
Canal entrada 30 31 31   0.91168118 1.00000000 1.00000000 
231601 Curva 181 31 31   1.00000000 1.00000000 1.00000000 
Canal saída 30 31 31   1.09687467 1.00000000 1.00000000 
1 3A   
Canal entrada 30 51 51   0.91168118 1.00000000 1.00000000 
626841 Curva 181 51 51   1.00000000 1.00000000 1.00000000 
Canal saída 30 51 51   1.09687467 1.00000000 1.00000000 
3 5A   
Canal entrada 30 51 51   0.89526010 1.00000000 1.00000000 
860931 Curva 271 51 51   1.00000000 1.00000000 1.00000000 
Canal saída 30 51 51   1.11699382 1.00000000 1.00000000 
 
O aumento da razão de aspecto requer um aumento do refinamento da malha para maior 
precisão. As características das diferentes malhas são resumidas na Tabela 10.1. Para avaliar 
o efeito da razão de aspecto, a inércia é considerada constante e igual a Re = 350, para 
escoamento newtoniano e viscoelástico. Nestas condições, para escoamento viscoelástico o 
efeito da elasticidade sobre a evolução do escoamento nas diferentes geometrias é 
explorado, assim como o efeito dos modelos FENE-CR e FENE-P, e dos parâmetros dos modelos 
viscoelásticos. As condições iniciais e de fronteira são as descritas no Capítulo 3, como por 
exemplo, perfil de escoamento completamente desenvolvido à entrada do canal e condição 
de não-escorregamento nas paredes.  
Neste capítulo, em específico, nas figuras que ilustram os planos da secção transversal, a 
parede exterior da curva corresponde ao lado superior das figuras, enquanto a parede interior 
corresponde ao lado inferior. Já as parede laterais inferior e superior da secção transversal 
correspondem ao lado direito e esquerdo da figura, respectivamente, salvo quando 
devidamente referido. 
10.2. Resultados 
10.2.1. Fluido newtoniano 
O efeito da variação da razão de aspecto sobre a distribuição da velocidade axial na 
secção transversal, para escoamento de fluido newtoniano com Re = 350, é ilustrado na 
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Figura 10.5, em diferentes posições angulares. A Figura 10.5 mostra que, qualquer que seja a 
razão de aspecto para secção transversal rectangular, a região de velocidade axial máxima, 
que à entrada da curva se localiza no centro da secção transversal, é deslocada no sentido da 
parede exterior da curva como resultado da acção da força centrífuga, e aí permanece até ao 
final da curva. Nestas condições de escoamento, este resultado é verdadeiro excepto quando 
1A  ( 0.5A   na Figura 10.5), onde a região de velocidade axial máxima não sofre 
deslocamento. Nos casos onde se verifica a transferência de escoamento no sentido da parede 
exterior da curva, a distribuição da região de velocidade axial máxima depende 
consideravelmente da posição angular e da razão de aspecto, para o mesmo valor de inércia. 
Em particular, para 1.5A   verifica-se a formação de uma indentação acentuada desta 
região ao longo do plano central, característica do desenvolvimento do par adicional de 
vórtices junto da parede exterior da curva, que resulta na transferência de quantidade de 
movimento no sentido do centro da secção transversal ao longo do plano 0.5Z   (Figura 
10.5). Para 2A   verifica-se a formação do mesmo tipo de indentação em cada uma das 
metades da curva, dispostas simetricamente em relação ao plano central e próxima das 
paredes laterais inferior e superior (Figura 10.5). Já para 2A  , não se observa a formação 
deste tipo de distribuição, para o valor de inércia admitido (Figura 10.5). 
Na Figura 10.6 é ilustrada a transferência de quantidade de movimento que ocorre no 
plano central, entre as paredes interior e exterior da curva, ao longo do comprimento 
angular. A Figura 10.6 mostra que independentemente do valor da razão de aspecto, a 
evolução segue as características gerais de escoamento em desenvolvimento através de canal 
curvo. 
Para a curvatura considerada, o deslocamento máximo da velocidade axial no sentido da 
parede exterior ocorre aproximadamente entre as posições angulares 30 60    , 
independentemente da razão de aspecto, excepto para 2A   (Figura 10.6-a e Figura 10.6-b). 
Quando 5A  , por exemplo, este deslocamento ocorre apenas para 90    (Figura 10.6-d). 
Na segunda metade da curva, a transferência de quantidade de movimento de volta ao centro 
da secção transversal ocorre para todos os casos, mas a variação da magnitude da velocidade 
axial máxima com a razão de aspecto não é linear. Para o mesmo valor de inércia, a 
transferência de quantidade de movimento é maior para a geometria com 1.5A  , 
comparativamente às geometrias com 1.5A   e 1.5A  .  
As Figura 10.5 e Figura 10.6 mostram que a distância entre as paredes laterais exerce um 
efeito significativo de confinamento sobre o escoamento determinante na distribuição da 
velocidade axial e, por isso, no desenvolvimento do padrão de escoamento secundário. Estes 
resultados são confirmados na Figura 10.7, onde é ilustrada a evolução do padrão de 
escoamento para os casos apresentados nas figuras anteriores. 
A Figura 10.7 mostra que a evolução do padrão de escoamento transversal depende 
consideravelmente da razão de aspecto. Quando 0.5A  , a redução do tamanho das paredes 
interior e exterior da curva, comparativamente às paredes laterais superior e inferior, tem 
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como consequência o aumento significativo do confinamento do escoamento na secção: a 
velocidade axial distribui-se uniformemente na secção transversal (Figura 10.5); e o 
escoamento secundário é constituído apenas pelo par de vórtices principal resultante da força 
centrífuga gerada pela curvatura (Figura 10.7). 
 


















































   



















































Figura 10.5- Evolução da distribuição de U  ao longo da curva, para diferentes valores de A. Fluido 





































































































Figura 10.6- Variação da distribuição de U  com A, no plano 0.5Z  , em diferentes posições 
angulares: a) 30   ; b) 60 ; c) 90 ; d) 120 ; e) 150 ; f) 180 . Fluido newtoniano com 350Re  . 
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Este comportamento tem como principal resultado o aumento do valor de Re  necessário 
para que o par adicional de vórtices surja junto da parede exterior da curva. Para esta 
geometria, o par adicional de vórtices não se desenvolve mesmo para Re  tão elevado quanto 
583Re   (Figura 10.8). Sugiyama et al. (1983) e Fellouah et al. (2006a, 2006b) verificaram 
experimental e numericamente o desenvolvimento do par adicional de vórtices para 
777Re   e para 822Re  , considerando curvas com 8cR   e 10cR  , respectivamente.  
 







































    
Figura 10.7- (continuação).  
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Figura 10.7- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo da curva, para diferentes valores 
de A. Fluido newtoniano com 350Re  . 
O aumento da distância entre as paredes laterais, com o aumento da razão de aspecto 
para 1A  , resulta numa ligeira diminuição do confinamento do escoamento. Como 
consequência, a distribuição do escoamento axial deixa de ser uniforme. Para compensar a 
concentração de velocidade axial máxima junto da parede exterior da curva, surge uma 
região de reversão do escoamento nesta região ( 1A   na Figura 10.7). 
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Para razão de aspecto superior ( 1.5A  ), este comportamento é mais acentuado. Quando 
1.5A  , apesar da diminuição do efeito de confinamento do escoamento secundário, 
produzido pelo aumento das paredes interior e exterior da curva, o efeito das paredes 
laterais é ainda significativo. Como resultado da combinação destes efeitos com o efeito da 
inércia, o desenvolvimento do par adicional de vórtices é antecipado e intensificado, 
comparativamente ao caso 1A  . Assim, tanto para 1A   como para 1.5A   o par adicional 
de vórtices surge em torno da posição 90   , mas para 1.5A   o par adicional de vórtices 
persiste até ao final da curva (Figura 10.7). 
A Figura 10.7 mostra ainda que para 1.5A   o desenvolvimento do escoamento secundário 
é mais complexo, comparativamente ao caso 1A  . Quando o escoamento entra na curva, 
imediatamente se desenvolve o par principal de vórtices com circulação característica do 
escoamento secundário em curvas. A jusante, desenvolvem-se duas regiões de reversão de 
escoamento: uma região junto da parede interior da curva, com formação de um par de 
vórtices simétricos; e uma região mais reduzida de reversão de escoamento junto da parede 
exterior da curva, sem formação de par adicional de vórtices ( 60    ,Figura 10.7). O 
desenvolvimento destas regiões reduz, consequentemente, o tamanho dos vórtices principais, 
em particular ao longo do plano central. Entre 60 90    , o par adicional de vórtices 
desenvolve-se na região de reversão junto da parede exterior da curva, e o par de vórtices 
junto da parede interior da curva tende a desaparecer. Na segunda metade da curva, o par 
adicional de vórtices persistente e aumenta em tamanho até ao final da curva, resultando na 
indentação acentuada da região axial máxima, registada na Figura 10.5, e na intensificação 
da transferência de quantidade de movimento no sentido do centro da secção transversal, 
observada na Figura 10.6, para 1.5A  . 
 
 0.5A   
 
150    
  
Figura 10.8- Distribuição de U  e padrão de escoamento secundário, na posição 150   , para 0.5A 
. Fluido newtoniano com 583Re  . 
Aumentando a razão de aspecto para 2A  , o desenvolvimento do escoamento transversal 
na primeira metade da curva ( 90   ) é semelhante ao escoamento desenvolvido na 
geometria com 1.5A   (Figura 10.7). Na segunda metade da curva ( 90   ), os vórtices 
adicionais junto da parede exterior da curva aumentam em tamanho, mas não até ao final da 
curva. Para 120    (Figura 10.7), os vórtices adicionais junto da parede exterior da curva 
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diminuem consideravelmente em tamanho, são separados e deslocados no sentido das 
paredes laterais. Este comportamento é o resultado da combinação do efeito de diminuição 
do confinamento, devido ao aumento das paredes exterior e interior da curva, e do efeito da 
força centrífuga, devido à inércia. Onde o primeiro favorece a acção do segundo, resultando 
no aumento do escoamento transversal no sentido da parede exterior da curva ao longo do 
plano central. O novo padrão do escoamento secundário (Figura 10.7) resulta na nova 
configuração da distribuição da velocidade axial máxima, cuja indentação deixa de ocorrer no 
plano central da secção transversal (Figura 10.5).  
 
 5A  
 
0    
 
 
























Figura 10.9- Evolução da distribuição de U  e do padrão do escoamento secundário, ao longo da curva, 
para 5A . Fluido newtoniano com 600Re  . 
O aumento do comprimento das paredes interior e exterior, para razão de aspecto 5A   
(Figura 10.7), resulta numa diminuição significativa do efeito de confinamento exercido pelas 
paredes laterais sobre o escoamento secundário. O escoamento passa a ter maior liberdade 
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para se distribuir na secção transversal, e o desenvolvimento do par adicional de vórtices 
junto da parede exterior da curva é retardado, aumentando o Re  de transição (Figura 10.7). 
Por esse motivo, para 350Re   o escoamento não desenvolve vórtices adicionais junto da 
parede exterior (Figura 10.7). Na Figura 10.9, onde é ilustrada a distribuição da velocidade 
axial e do padrão de escoamento secundário ao longo da curva com 5A  , observa-se que 
aumentando a inércia para 600Re  , por exemplo, surgem múltiplos pares adicionais de 
vórtices no final da curva, que se distribuem ao longo da parede exterior da curva. Também 
para 5A   se observa o aparecimento do par de vórtices na parede interior da curva, 
durante o desenvolvimento do escoamento, independentemente do valor de Re . Este par de 
vórtices não persiste no comprimento total da curva. 
A variação da distribuição da componente transversal V  da velocidade no plano central 
com a razão de aspecto é ilustrada na Figura 10.10 para diferentes posições angulares. No 
início da curva ( 30   , Figura 10.10-a), independentemente da razão de aspecto, 
desenvolve-se escoamento secundário com sentido da parede exterior da curva (sinal 
negativo), e a intensidade deste escoamento é tanto maior quanto menor a razão de aspecto. 
A jusante (Figura 10.10-b), a magnitude absoluta de V  diminui para todas as razões de 
aspecto. Nos casos onde 1A   mas 5A  , a magnitude de V  aumenta no sentido positivo 
junto da parede interior da curva, de acordo com o desenvolvimento do par de vórtices nesta 
região, ilustrado na Figura 10.7. Este comportamento é observado também junto da parede 
exterior da curva, mas em muito menor extensão, coincidente com o desenvolvimento da 
região de reversão sem desenvolvimento de vórtices nesta zona ( 60    na Figura 10.7). Aos 
90    (Figura 10.10-c), para 1.5A   a magnitude de V  aumenta e passa a ser positiva 
junto da parede exterior, enquanto junto da parede interior da curva aumenta no sentido 
negativo. Isto é, o par de vórtices junto da parede interior da curva desaparece, mas o par de 
vórtices junto da parede exterior aumenta em tamanho ( 90    na Figura 10.7). Contudo, 
para 2A   (Figura 10.10-c) a magnitude de V  aumenta em todo o plano central no sentido 
positivo como consequência da intensificação dos dois pares adicionais de vórtices junto das 
paredes interior e exterior da curva ( 90    na Figura 10.7). Para a mesma razão de 
aspecto, quando 120    o par de vórtices junto da parede interior da curva desaparece e o 
sinal de V  passa a negativo nessa região (Figura 10.10-d). Para 120   , o sinal de V  passa 
a negativo em toda a extensão do plano central independentemente de A , excepto quando 
1.5A  . Nesta geometria a magnitude de V  aumenta consideravelmente no sentido positivo 
junto da parede exterior da curva, com o aumento do par adicional de vórtices nesta região, 
tal como verificado na Figura 10.7. Na geometria com 5A   observa-se uma ligeira reversão 
do escoamento junto da parede interior da curva apenas em torno da posição 150   , que 









































































































Figura 10.10- Variação da distribuição de V  com A, no plano 0.50Z   em diferentes posições 


















































   
Figura 10.11- Evolução da distribuição de XY  ao longo da curva, para diferentes valores de A. Fluido 
newtoniano com 350Re  .  
É importante salientar que, por si só, os perfis da componente transversal da velocidade 
ao longo do plano central não descrevem a estrutura do escoamento transversal. Por 
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exemplo, embora para 1A   e 2A   o perfil de V  apresente sinal negativo em todo o plano 
na posição 150   , este comportamento tem origem diferente nos dois casos. Para 1A   a 
região de reversão desenvolvida junto da parede exterior da curva desaparece, enquanto para 
2A   os vórtices adicionais são deslocados para junto das paredes laterais, longe do plano 
central.  
Em termos da variação da tensão de corte ( XY ) com a razão de aspecto, observa-se na 
Figura 10.11 que a entrada do escoamento na curva resulta numa concentração de XY  
máxima junto da parede exterior da curva, em todo o comprimento angular da curva, 
qualquer que seja o valor de A . Independentemente da razão de aspecto, a tensão de corte 
apresenta valor máximo para 30    (Figura 10.11), e diminui ligeiramente a jusante. 
Porém, o desenvolvimento dos pares de vórtices adicionais (Figura 10.7) determina a 
distribuição da região de XY  máxima na segunda metade da curva (Figura 10.11): para 1A   
e 1.5A   esta região divide-se em duas partes, sendo a divisão mais acentuado quando 
1.5A  , devido à maior intensidade dos vórtices adicionais nesta geometria; para 2A   a 
região divide-se primeiro em duas partes com o desenvolvimento do par adicional de vórtices, 
mas passa a ser máximo em 3 zonas distintas ao longo da parede exterior, quando o par 
adicional de vórtices se desloca no sentido das paredes laterais (Figura 10.7 e Figura 10.11). 
 













Fellouah et al. (2006), R/d = 10, numérico
Chandratilleke & Nursubyakto (2003), R/d = 5, numérico
Komiyama et al (1984), R/d = 12.5, numérico
Bara et al. (1992), R/d = 15.1, exp. e num.
Sugiyama et al. (1983), R/d = 8, experimental
Chandratilleke & Nadim (2012), R/d= 12.5, numérico
presente (aparecimento 1ª vez), R/d= 7.5, numérico
presente (persiste até = 150), R/d= 7.5, numérico
presente (persiste até = 150), R/d= 15.1, numérico
 
Figura 10.12- Variação de críticoDn  com A. Comparação entre resultados obtidos por vários autores, 
para diferentes geometrias com secção transversal rectangular. 
A Figura 10.12 resume a variação do críticoDn  com a razão de aspecto para fluido 
newtoniano, onde são comparados os resultados obtidos neste trabalho e os resultados 
publicados por diferentes autores. A Figura 10.12 mostra que existem diferenças 
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consideráveis entre estes valores. A discrepância entre os resultados tem origem nos 
diferentes métodos utilizados, na definição de valor “crítico”, nas várias geometrias (razão de 
curvatura) e condições de escoamento consideradas. Por exemplo, os padrões de escoamento 
secundário ilustrados nas Figura 10.7 e Figura 10.8 vão de encontro aos resultados 
experimentais de Sugiyama et al. (1983). Contudo, os valores de transição sugeridos por 
Sugiyama et al. (1983) são superiores. Estas diferenças resultam quer do facto de, no caso 
experimental, a transição só ser detectada quando a intensidade dos vórtices é 
suficientemente elevada para serem visualizados, quer por terem utilizado canal com razão 
de curvatura ligeiramente superior ( 8cR  ). As diferenças resultam também do escoamento 
presente ser de desenvolvimento, enquanto os resultados obtidos pelos diferentes autores 
foram determinados para escoamentos completamente desenvolvidos no espaço. Como o 
escoamento não se desenvolve completamente no comprimento angular da curva 
considerada, a variação de críticoDn  é obtida assumindo duas condições separadamente: 1) o 
valor de Dn  para o qual o par adicional de vórtices surge pela primeira vez, mas desaparece 
ao fim de uma determinada distância angular; e 2) o valor de Dn  para o qual o par adicional 
de vórtices surge e persiste até ao final da curva.  
Assim, a Figura 10.12 mostra que, apesar das diferenças entre os resultados, a linha de 
variação de A  vs. críticoDn  é análoga. Ou seja, existe um valor de A  onde a combinação dos 
efeitos de confinamento (produzido pelas paredes do canal) e da força centrífuga (produzido 
pela inércia e curvatura), exercidos sobre o escoamento, resulta no valor mínimo de críticoDn  
necessário para o aparecimento do par adicional de vórtices (Figura 10.12). Este valor de A  
não é consensual, mas de uma forma geral está compreendido no intervalo 1 2A  . Nas 
geometrias consideradas neste trabalho, os resultados mostram que para 7.5R d   e 
15.1R d   este valor de A  é independente da curvatura, com o mínimo de críticoDn  a 
ocorrer quando 1.5A   (Figura 10.12). Para valores de A  superiores e inferiores o críticoDn  
aumenta. Estas conclusões foram também obtidas experimentalmente por Sugiyama et al. 
(1983).  
10.2.2. Fluido viscoelástico 
Considerando agora fluido viscoelástico, o efeito da razão de aspecto sobre o escoamento 
é analisado para diferentes valores de elasticidade e parâmetros dos modelos viscoelásticos. 
A evolução da distribuição da velocidade axial e da componente transversal V  da velocidade 
com o aumento da razão de aspecto, no plano central em diferentes posições angulares é 
analisada em seguida. Para isso, é considerado o modelo viscoelástico FENE-CR com 350Re 
, 
2 100L  , e diferentes valores de elasticidade e parâmetro de retardamento, na Figura 
10.13 e Figura 10.14, respectivamente. Tal como no caso newtoniano ilustrado na Figura 10.6 
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= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180










A= 1, Wi= 0.1
A= 1, Wi= 0.5
A= 1, Wi= 1.0
A= 1.5, Wi= 0.1
A= 1.5, Wi= 0.5
A= 1.5, Wi=1. 0
A= 2, Wi= 0.1
A= 2, Wi= 0.5
A= 2, Wi= 1.0= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180
 
Figura 10.13- Variação da distribuição de U  e de V  com A, ao longo da curva no plano 0.50Z  . Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50  , 2 100L   e diferentes valores 
de Wi .  
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= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180










A= 1, = 0.9
A= 1, = 0.5
A= 1, = 0.1
A= 1.5, = 0.9
A= 1.5, = 0.5
A= 1.5, = 0.1
A= 2, = 0.9
A= 2, = 0.5
A= 2, = 0.1= 30 = 60 = 90 = 120 = 150 = 180
 
Figura 10.14- Variação da distribuição de U  e de V  com A, ao longo da curva, no plano 0.50Z  . Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50Wi  , 
2 100L   e diferentes 
valores de  . 
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a distribuição de U  e de V  depende consideravelmente da razão de aspecto, mas em todos 
os casos o desenvolvimento do escoamento segue a evolução característica do escoamento 
através de curvas (Figura 10.13 e Figura 10.14).  
 
 

























































Figura 10.15- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com Wi , para 
diferentes valores de A. Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50  , 
2 100L  , na posição 150   . 
A Figura 10.13 e Figura 10.14 mostram que na primeira metade da curva, o 
desenvolvimento de U  depende quase unicamente de A . Na segunda metade da curva, passa 
a depender quer de A  quer de Wi  e de  , respectivamente, em que a transferência de 
quantidade de movimento de volta ao centro da secção transversal aumenta em todos os 
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valores de A  com o aumento da elasticidade e diminuição do parâmetro de retardamento, 
sendo particularmente intenso quando 1.5A  . 































Figura 10.16- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com  , para 
diferentes valores de A. Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50Wi  , 
2 100L  , na posição 150   . 
A distribuição da componente V  no plano central, para 90   , é afectada apenas pelo 
parâmetro geométrico, excepto quando 1A   onde se observa um efeito reduzido da 
elasticidade. Para 90   , tanto o parâmetro geométrico como os parâmetros viscoelásticos 
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afectam a distribuição de V. Assim, no início da curva ( 30   ), a magnitude absoluta de V 
é tanto maior quanto menor o valor de A. A jusante, a magnitude de V diminui 
consideravelmente e todo o plano central. Além disso, enquanto para 1A   apenas se 
verifica mudança de sinal junto da parede exterior da curva, que é acentuado pelo aumento 
de Wi e de  , nos casos com 1A   a distribuição de V é mais complexa. Quando 1A  , 
verifica-se, para 60   , uma mudança de sinal de V para positivo junto da parede interior 
da curva, e o mesmo comportamento é observado na parede exterior para 90   , 
indicando o desenvolvimento de regiões de reversão do sentido de escoamento secundário. 
Porém, o desenvolvimento da região de reversão de escoamento junto da parede interior da 
curva depende apenas do parâmetro geométrico. A jusante, V passa novamente a negativo 
junto da parede interior da curva, mas permanece positivo junto da parede exterior da curva. 
Este comportamento é acentuado com o aumento da elasticidade e a diminuição do 
parâmetro de retardamento, e quanto mais a jusante a posição angular, sendo mais intenso 
quando 1.5A  . Além disso, a reversão do sentido de escoamento transversal junto da 
parede exterior da curva ocorre qualquer que seja o valor de   admitindo 0.5Wi  , em 
todas as geometrias (Figura 10.14). Já nas geometrias com 1A   e 2A   o mesmo só se 
verifica quando 0.1Wi   admitindo 0.5  , enquanto para 1.5A   é observado para todos 
os valores de Wi (Figura 10.13). Estes resultados são confirmados na Figura 10.15 e Figura 
10.16, onde é ilustra a evolução do padrão de escoamento transversal com o aumento de Wi e 
de  , respectivamente. 
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A= 1, Wi= 0.1
A= 1, Wi= 0.5
A= 1, Wi= 1.0
A= 1.5, Wi= 0.1
A= 1.5, Wi= 0.5
A= 1.5, Wi=1. 0
A= 2, Wi= 0.1
A= 2, Wi= 0.5
A= 2, Wi= 1.0
 
Figura 10.17- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com Wi , para diferentes valores de A, ao longo da 
curva no ponto (1 , ) (0.87,0.50)Y Z  . Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50  , 2 100L  . 
A distribuição de U e os padrões de escoamento, ilustrados na Figura 10.15 e Figura 10.16, 
são extraídos da posição angular 150   , o que significa que os pares adicionais 
identificados persistem até ao final do comprimento angular da curva. Na geometria com 
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1A   o par adicional de vórtices surge com o aumento da elasticidade, para valores 0.1Wi 
quando 0.5   (Figura 10.15), e com a diminuição do parâmetro de retardamento, para 
valores 0.9   quando Wi = 0.5 (Figura 10.16). Para 1.5A  , verifica-se a formação do par 
adicional de vórtices junto da parede exterior da curva, qualquer que seja o valor de Wi e 
. Quando 2A  , observa-se o desenvolvimento de um par adicional de vórtices para 0.1Wi 
, que se localiza junto das paredes laterais da secção transversal, tal como no caso 
newtoniano (Figura 10.7). Porém, com o aumento de Wi e a diminuição de  , um segundo 
par adicional de vórtices surge junto da parede exterior, localizado simetricamente ao longo 
do plano central, perfazendo um total de três pares de vórtices na secção transversal ( 2A   
na Figura 10.15 e Figura 10.16). Quando 5A  , não se verifica o desenvolvimento do par 
adicional de vórtices, na parede exterior da curva, com o aumento da Wi e diminuição de  . 
Para Re = 350, independentemente do valor de Wi e de  , o padrão de escoamento 
secundário é constituído apenas pelo par de vórtices principal. Todavia, na posição 150   , 
a região de reversão do escoamento junto da parede interior da curva persiste em todos os 
casos (Figura 10.15). A Figura 10.15 e Figura 10.16 mostram ainda que, quando surgem 
vórtices adicionais junto da parede exterior da curva, o aumento de Wi e a diminuição de   
aumenta estes vórtices em tamanho e intensidade. Este comportamento é responsável pelo 
aumento significativo da transferência de quantidade de movimento da velocidade axial, no 
sentido do centro da secção transversal, e pelo desenvolvimento do pico da componente 
transversal da velocidade junto da parede exterior da curva, ilustrado na Figura 10.13 e 
Figura 10.14. 
Na Figura 10.17 é comparada a evolução local da velocidade axial e da componente 
transversal V da velocidade, ao longo da curva junto da parede exterior. O aumento inicial de 
U local é maior para a razão de aspecto 1.5A  , seguido de 1A   e 2A  , mostrando que o 
deslocamento da região de velocidade axial máxima no sentido da parede exterior da curva 
por acção da força centrífuga é mais efectiva para 1.5A   (Figura 10.17-a). Contudo, o 
aumento de U é praticamente independente de Wi, qualquer que seja o valor de A , mas 
tende a ser maior para Wi mais elevado. Na segunda metade da curva, a diminuição local de 
U, devido à transferência de quantidade de movimento de volta ao centro da secção 
transversal, é maior para 1.5A  , comparativamente às restantes razões de aspecto, e é 
menor no caso 1A  . Além disso, em todos os casos simulados, a diminuição local de U é 
tanto maior quanto maior o valor da elasticidade. O efeito de Wi é, no entanto, maior nos 
casos onde 1.5A  . Este comportamento deve-se ao facto de, mesmo para o caso 
newtoniano, o par adicional de vórtices para Re = 250 apresentar elevada intensidade quando 
1.5A   e, por isso, o efeito do aumento da elasticidade é mais reduzido neste caso. Na 
Figura 10.18, onde é comparada a distribuição da helicidade (H) no caso de 1.5A   para os 
modelos newtoniano e FENE-CR com diferentes valores de elasticidade, confirmam este 
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resultado. Na região do par adicional de vórtices, H é já elevada no caso newtoniano e 
aumenta apenas ligeiramente com o aumento da elasticidade no modelo FENE-CR. A Figura 
10.17 mostra ainda que o desenvolvimento local de V, no início da curva, é independente da 
elasticidade, mas a magnitude de V é tanto maior quanto menor o valor de A . No final da 
curva, a componente transversal V da velocidade, aumenta em magnitude com a 
elasticidade, qualquer que seja a razão de aspecto, mas tende ser maior para 1.5A  , 




















   
Figura 10.18- Variação da distribuição de H  com Wi , para 1.5A . Comparação entre os modelos 
newtoniano, FENE-P e FENE-CR com 350Re  , 0.50  , 2 100L  , na posição 150   . (NOTA: lado 
direito = parede exterior; lado esquerdo = parede interior) 
A evolução das componentes da tensão ( XY , XX  e YY ) e da primeira diferença de 
tensões normais ( 1N ) com a razão de aspecto, são comparadas na Figura 10.19 para fluido 
viscoelástico FENE-CR com 350Re  , 2 100L  , 0.50   e diferentes valores de 
elasticidade, no centro da secção transversal. O desenvolvimento do pico de tensão 
característico do escoamento em curvas depende da elasticidade e da razão de aspecto. A 
magnitude absoluta de XY  é tanto maior quanto maior a elasticidade, é maior para 1.5A  , 
mas é menor para 2A   (Figura 10.19-a). A jusante, XY  diminui em todos os casos (Figura 
10.19-a), e no final da curva, XY  depende do parâmetro geométrico, mas para 1.5A   
depende também de Wi  (Figura 10.19-a). O aumento inicial de XX  e YY  (Figura 10.19-c e 
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Figura 10.19-d, respectivamente), depende tanto da razão de aspecto como da elasticidade: 
XX  é tanto maior quanto maior a elasticidade, é sempre maior para 1.5A  , mas é sempre 
menor para 1A   (Figura 10.19-c); YY  é tanto maior quanto maior a elasticidade em todas 
as geometrias, mas é tanto maior quanto menor a razão de aspecto, para as mesmas 
condições de escoamento (Figura 10.19-d). A jusante, XX  e YY  diminuem em todos os casos, 
mas a variação da sua magnitude com Wi  e A  não é linear: XX  aumenta com o aumento de 
Wi  (Figura 10.19-c), mas YY  depende em maior medida de A  do que de Wi . A Figura 10.19-
b mostra que 1N  é dominada pela tensão normal XX  qualquer que seja a razão de aspecto, 
e, por esse motivo, a sua magnitude varia da mesma forma que XX . 
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A= 1, Wi= 0.1
A= 1, Wi= 0.5
A= 1, Wi= 1.0
A= 1.5, Wi= 0.1
A= 1.5, Wi= 0.5
A= 1.5, Wi=1. 0
A= 2, Wi= 0.1
A= 2, Wi= 0.5
A= 2, Wi= 1.0
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Figura 10.19- Variação da evolução de: a) XY , b) 1N , c) XX , d) YY  com Wi , para diferentes 
valores de A, ao longo da curva no ponto (1 , ) (0.50,0.50)Y Z  . Fluido FENE-CR com 350Re  , 
0.50   e 2 100L  . 
A evolução da pressão relativa à pressão de entrada na curva ( cP ) é ilustrada na Figura 
10.20, para diferentes valores de razão de aspecto e de elasticidade, para os mesmos casos 
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anteriores. A Figura 10.20 indica que a variação da pressão ao longo da curva segue a linha de 
evolução característica do escoamento em curvas, e descrita nos capítulos anteriores, 
qualquer que seja o valor da razão de aspecto. A evolução de cP  depende quase 
unicamente do parâmetro geométrico, em que a queda de pressão é tanto maior quanto 
menor A , independentemente do valor da elasticidade. Porém, a queda de pressão é 
ligeiramente maior quanto maior Wi , para todos os valores de A .  
 











A= 1, Wi= 0.10
A= 1, Wi= 0.50




Figura 10.20- Variação da evolução de cP  com Wi , para diferentes valores de A, ao longo da curva 
junto das paredes interior e exterior da curva. Fluido FENE-CR com 350Re  , 0.50   e 2 100L  . 
10.2.2.1. Efeito do modelo viscoelástico: FENE-CR e FENE-P 
Assumindo as mesmas condições de escoamento, mas agora considerando o modelo 
viscoelástico FENE-P, a Figura 10.21 pode ser comparada com a Figura 10.15 do modelo 
viscoelástico FENE-CR. Para 1.5A   tanto a distribuição de U  como o padrão de escoamento 
transversal são semelhantes nos dois modelos viscoelásticos com o aumento da elasticidade. 
Contudo, quando 2A  , a diferença entre os dois modelos é considerável, em particular para 
Wi  elevado: quando 0.1Wi   o escoamento desenvolve um par adicional de vórtices do 
mesmo tipo observado para fluido FENE-CR com 0.1Wi   (Figura 10.15) e newtoniano (Figura 
10.7); quando 0.1Wi  , o modelo FENE-P (Figura 10.21) apresenta o desenvolvimento do 
segundo par adicional de vórtices junto da parede exterior da curva, tal como no caso FENE-
CR (Figura 10.15); todavia, no modelo FENE-P, o posterior aumento da elasticidade para 
0.5Wi   tem como consequência o desaparecimento do primeiro par adicional de vórtices, 
localizado junto das paredes laterais quando 0.5Wi  . O primeiro par adicional de vórtices é 
aglutinado pelo segundo par adicional de vórtices, que aumenta em tamanho e agora se 
estende ao longo da parede exterior da curva. A distribuição da helicidade, resultante da 
variação do modelo reológico ilustrada na Figura 10.23, vem confirmar este resultado. 
Quando 1.00Wi  , a helicidade junto da parede exterior da curva estende-se ao longo da 
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parede no caso FENE-P, enquanto no caso FENE-CR e newtoniano é limitada aos centros dos 
vórtices adicionais. A Figura 10.21 mostra ainda que, para as condições de escoamento 
consideradas, também para fluido FENE-P o escoamento através de curva com 5A   não 
desenvolve vórtices adicionais junto da parede exterior a curva. Além disso, e tal como para 
fluido FENE-CR (Figura 10.15), também no modelo FENE-P se verifica o desenvolvimento de 
uma região de reversão do escoamento junto da parede interior da curva (Figura 10.21). 
 




























Figura 10.21- (continuação). 
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Figura 10.21- Variação da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com Wi , para 
diferentes valores de A. Fluido FENE-P com 350Re  , 0.50  , 
2 100L  , na posição 150   . 
Os perfis de U  e V  dos modelos FENE-P e FENE-CR para diferentes razões de aspecto, são 
comparados na Figura 10.22, na posição angular 150   , considerando diferentes valores de 
Wi . A Figura 10.22-a mostra que para 0.1Wi   não existem diferenças entre os modelos quer 
na direcção axial quer na direcção transversal, e o escoamento depende apenas de A , sendo 
U  tanto maior quanto maior A . Com o aumento da elasticidade (Figura 10.22-b e Figura 






























































































Figura 10.22- Variação da distribuição de U  (esquerda) e de V  (direita) com A, no plano 0.50Z   da 
posição angular 150   . Comparação entre FENE-CR e FENE-P com 350Re  , 0.50  , 2 100L   e: 
a) 0.10Wi  , b) 0.50Wi  , c) 1.00Wi  . 
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U  diminui com a diminuição de A  nos dois modelos viscoelásticos, mas é sempre menor para 
o modelo FENE-P, para o qual a transferência de quantidade de movimento de volta ao centro 
da secção é maior. A magnitude de V  aumenta no sentido positivo junto da parede exterior 
da curva, mas mantém-se praticamente inalterada junto da parede interior da curva, em 
todos os casos considerados. Para 0.1Wi  , V  é independente do modelo, mas para 0.1Wi   
a magnitude de V  junto da parede exterior da curva é sempre maior no caso FENE-P 
comparativamente ao caso FENE-CR, excepto para 1A  . Estes resultados mostram que, para 
1A  , o escoamento secundário local é mais intenso para o modelo FENE-P, quando a 
elasticidade é suficientemente elevada.  
 
Newtoniano FENE-CR FENE-P 
   
Figura 10.23- Distribuição de H  para 2A , na posição 150   . Comparação entre os modelos 
newtoniano, FENE-P e FENE-CR com 350Re  , 1.00Wi  , 0.50  , 2 100L  . (NOTA: lado direito = 
parede exterior; lado esquerdo = parede interior) 
A variação do críticoDn  com A, para escoamentos de fluido viscoelástico é resumida na 
Figura 10.24. Os resultados obtidos para escoamento de fluido FENE-CR com 0.50   e 
2 100L   para diferentes valores de elasticidade são comparados com os resultados 
apresentados por Fellouah et al. (2010) para os modelos de fluido lei de potência (inelástico). 
Tal como no caso newtoniano (Figura 10.12), também nos casos viscoelásticos se verifica que 
existe uma linha de evolução análoga para os diferentes modelos constitutivos, indicando que 
o parâmetro geométrico (neste caso, a razão de aspecto) é determinante na evolução do 
escoamento. Em todos casos, o críticoDn  de transição é mínimo quando a razão de aspecto 
assume valor próximo da unidade. Nos casos considerados neste trabalho, o críticoDn é mínimo 
quando A=1.5, independentemente das condições de escoamento, semelhante ao verificado 
para o modelo newtoniano ilustrado na Figura 10.12. Além disso, o valor de críticoDn  é menor 
para o modelo FENE-CR comparativamente ao modelo newtoniano, e é tanto menor quanto 
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maior a elasticidade. Nos casos apresentados por Fellouah et al. (2010) o valor de críticoDn  é 
mínimo quando 1A  , mas também quando 8A  , independentemente do modelo 
viscoelástico.  
 


















Fellouah et al. (2010), newtoniano, numérico (Rc= 10)
Fellouah et al. (2010), lei de potência (n= 0.75), numérico (Rc= 10)
Fellouah et al. (2010), lei de potência (n= 0.50), numérico (Rc= 10)
presente, newtoniano, numérico (Rc=7.5)
presente, FENE-CR, Wi=0.1, = 0.50, L2= 100,  numérico (Rc= 7.5)
presente, FENE-CR, Wi=0.5, = 0.50, L2= 100,  numérico (Rc= 7.5)
presente, FENE-CR, Wi=1.0, = 0.50, L2= 100,  numérico (Rc= 7.5)
 
Figura 10.24- Variação de críticoDn  com A, para canais com secção transversal rectangular. Comparação 
entre resultados para diferentes modelos de fluido viscoelástico obtidos por diferentes autores.  
10.3. Conclusões 
A variação do comprimento das paredes interior e exterior da curva, relativamente ao 
comprimento das paredes laterais inferior e superior da secção transversal, resultam em 
alterações significativas no desenvolvimento e padrão do escoamento. A combinação dos 
efeitos de confinamento do escoamento, produzido pelas paredes do canal, da força 
centrífuga, produzido pela inércia, e do modelo reológico do fluido dá origem a 
complexidades do padrão de escoamento secundário difíceis de prever. Por este motivo, o 
valor de críticoDn  de transição não varia linearmente com a razão de aspecto. 
Os resultados mostram que quando a geometria apresenta uma razão de aspecto 1.5A  , 
os vórtices adicionais do escoamento transversal surgem em condições mais débeis e o valor 
de críticoDn  necessário para que ocorra a transição é mínimo independentemente das 
condições de escoamento e do fluido considerado. Para razões de aspecto superiores e 
inferiores a 1.5A  , o valor de críticoDn  de transição aumenta. Quando 1.5A  , o efeito de 
confinamento das paredes da secção transversal sobre o escoamento é elevado e sobrepõe-se 
à influência dos parâmetros de escoamento, sendo necessário, por exemplo, maior inércia 
para que o escoamento desenvolva pares adicionais de vórtices. Por outro lado, para razões 
de aspecto mais elevadas ( 1.5A  ), o efeito de confinamento produzido pelas paredes 
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laterais é reduzido e a região de escoamento axial máximo tem maior liberdade para se 
redistribuir ao logo da parede exterior da curva. Nestes casos são também necessárias 
condições de escoamento mais intensas (por exemplo, maior inércia) para aumentar a 
complexidade da estrutura do escoamento secundário.  
O desenvolvimento do escoamento, na primeira metade da curva, depende principalmente 
da razão de aspecto, enquanto na segunda metade da curva passa também a depender de 
outros parâmetros como, a elasticidade, o parâmetro de retardamento e modelo de fluido.  
Os pares adicionais de vórtices surgem mais rapidamente nos casos viscoelásticos 
comparativamente ao caso newtoniano, independentemente da razão de aspecto. Nos 
modelos de fluido viscoelástico, tanto o aumento da elasticidade como a diminuição do 
parâmetro de retardamento e a presença de propriedades fluidificantes resultam: na 
antecipação do desenvolvimento de instabilidades secundárias; no aumento da intensidade do 
escoamento secundário; e numa maior complexidade do padrão de escoamento secundário 
através do desenvolvimento de múltiplos pares adicionais de vórtices. Nas condições de 
escoamento consideradas, o padrão de escoamento depende também do modelo 
viscoelástico, em particular quando a razão de aspecto é elevada (por exemplo, 2A  ). 
De uma forma geral, o aumento da razão de aspecto resulta no aumento do número de 
pares adicionais de vórtices desenvolvidos ao longo da parede exterior da curva. Para as 
mesmas condições de escoamento, quando 1.5A   o escoamento secundário desenvolve até 
dois pares de vórtices. Quando 2A   o escoamento poderá desenvolver até três pares, mas 
pode desenvolver até cinco pares de vórtices quando considerado 5A  .  
Quando a razão de aspecto é 1A  , o desenvolvimento do escoamento é mais complexo, 
comparativamente ao desenvolvimento do escoamento em curva com 1A  . No início da 
curva, antes do aparecimento da região de reversão de escoamento junto da parede exterior 
da curva (e, consequentemente, do aparecimento do par adicional de vórtices), surge uma 
região de reversão do sentido do escoamento transversal junto da parede interior da curva. 
Para A  mais elevado, esta região pode persistir até ao final da curva (por exemplo, 5A  ). 
Este comportamento é observado em todas as condições de escoamento e modelos de fluido. 
297 
 
Capítulo 11.  
Escoamento viscoelástico sem inércia e 
com inércia reduzida 
Em escoamentos de fluido newtoniano sem inércia através de canal curvo, o escoamento 
secundário não é gerado e, por isso, é sempre estável. Isto acontece porque a baixa 
velocidade a que decorre o escoamento ( 0Re  ), torna os efeitos da inércia e da força 
centrífuga negligenciáveis, em comparação às forças viscosas. Contudo, no caso de fluidos 
não-newtonianos, o escoamento sem inércia em canais curvos pode gerar escoamento 
transversal. As propriedades elásticas dos fluidos não-newtonianos, que resultam da primeira 
e segunda diferença de tensões normais, são capazes de gerar escoamento secundário. Na 
ausência de inércia, tanto a primeira como a segunda diferença de tensões normais 
influenciam o gradiente de pressão na secção transversal. Tal como acontece no escoamento 
com inércia, em geral, também no escoamento sem inércia a primeira diferença de tensões 
normais favorece a formação de escoamento transversal, enquanto a segunda diferença de 
tensões normais actua em oposição. 
A existência de instabilidades puramente elásticas, em escoamentos do tipo Taylor-
Couette e de Taylor-Dean, para fluido Oldroyd-B, foi mostrada por Muller et al. (1989) e por 
Joo & Shaqfeh (1991, 1992a, 1992b), respectivamente. O escoamento tipo Taylor-Couette é 
análogo ao escoamento em curvas e, por isso, os resultados de um tipo podem ser 
qualitativamente extrapolados para o outro tipo de escoamento. Assim, Muller et al. (1989), 
ao verificarem a existência de escoamento secundário de origem puramente elástica em 
escoamento do tipo Taylor-Couette, sugeriram que o escoamento viscoelástico sem inércia 
através de uma curva também poderá apresentar instabilidades puramente elásticas. Numa 
série de trabalhos de referência, Joo & Shaqfeh (1991, 1992a e 1992b) estudaram 
analiticamente a estabilidade linear do escoamento sem inércia, considerando escoamento do 
tipo Taylor-Dean (cujas forças motrizes são uma combinação do gradiente de pressão e da 
rotação do cilindro). Os resultados revelaram igualmente a existência de instabilidades 
puramente elásticas. 
No escoamento sem inércia de fluido viscoelástico em canal curvo, segundo Fan et al. 
(2001) e Norouzi et al. (2011), o gradiente de pressão transversal é equilibrado pela primeira 
diferença de tensões normais na região central do escoamento, na ausência da segunda 
diferença de tensões normais. Este equilíbrio existe na região do centro do escoamento, mas 
na vizinhança da parede interior da curva o valor da tensão axial é elevado, gerando 
escoamento secundário. Os vórtices gerados devido à primeira diferença de tensões normais, 
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em escoamento sem inércia de fluido viscoelástico, são do mesmo tipo gerado pela força 
centrífuga em escoamento inercial. Por outro lado, a segunda diferença de tensões normais 
tem efeito negligenciável na distribuição da velocidade axial, mas tem grande influência na 
distribuição do gradiente de pressão. A segunda diferença de tensões normais negativa 
resulta, geralmente, na diminuição do gradiente de pressão transversal e na diminuição da 
intensidade do escoamento secundário, devido à diminuição da tensão normal axial. Pelo 
teorema de Giesekus sobre o escoamento sem inércia de um fluido de 2ª ordem, quando a 
segunda diferença de tensões normais negativa tende para 50%  da primeira diferença de 
tensões normais, o escoamento secundário desaparece. Todavia, para valores de segunda 
diferença de tensões normais superiores, na direcção negativa, o escoamento secundário é 
gerado com direcção oposta à do escoamento secundário gerado pela força centrífuga. Assim, 
no caso de fluido de 2ª ordem, quando o efeito da primeira diferença de tensões normais é 
dominante, leva ao aumento da intensidade do escoamento secundário. Mas quando a 
segunda diferença de tensões normais é dominante (tal como no caso do fluido de Reiner-
Rivlin, em que a primeira diferença de tensões normais é nula), o escoamento secundário é 
gerado, mas os vórtices têm sentido de rotação oposto ao dos vórtices gerados pela primeira 
diferença de tensões normais. 
Para fluido Oldroyd-B, Joo & Shaqfeh (1991, 1992a, 1922b) mostraram analiticamente que 
as instabilidades geradas em escoamento sem inércia são estacionárias, em contraste com as 
instabilidades oscilatória elástica que ocorrem no escoamento Taylor-Couette, mostrado por 
Larson et al. (1990). Joo & Shaqfeh (1992a) mostraram ainda que as instabilidades têm modo 
estacionário quando o gradiente de pressão é dominante, e tem modo oscilatório quando a 
tensão de corte gerada pela rotação do cilindro é dominante. Além disso, a direcção do 
gradiente de pressão aplicado controla as características da instabilidade: quando é aplicado 
no sentido da rotação desestabiliza o escoamento, enquanto se a direcção for contrária ao 
sentido de rotação tem efeito estabilizador do escoamento. O mesmo foi verificado por Joo & 
Shaqfeh (1994), para fluidos de Boger. Pires & Sequeira (2011), considerando fluido Oldroyd-B 
generalizado, confirmaram que a viscoelasticidade promove o escoamento secundário 
caracterizado por 2 vórtices de contra-rotação, que é estável e é do tipo newtoniano inercial. 
Não verificaram nenhuma diferença significativa na natureza do escoamento quando os 
parâmetros Wi  e curvatura são variados, mas observaram diferenças significativas no valor 
da função corrente e da tensão de corte na parede. Fazendo varia o índice n  do modelo da 
lei de potência verificaram que, para valores de n  reduzidos ( 0n  ), o escoamento 
secundário evolve para valores diferentes de zero e é caracterizado por dois pares de 
vórtices; à medida que n  aumenta em valor absoluto o tamanho deste par de vórtices 
diminui e observa-se a formação de novo par de vórtices inicialmente fracos e alongados, que 
depois se intensificam à medida que n  aumenta. Em contraste, o escoamento secundário 
original diminui de intensidade e desaparece quando n  atinge um valor crítico. A orientação 
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do novo par de vórtices e o sinal da função corrente são opostos, sugerindo a transição para 
um regime diferente. Este comportamento é independente de Wi  e de d R . 
Bowen et al. (1991) observaram que, em escoamento sem inércia, de fluidos SOF e UCM, a 
elasticidade produz escoamento secundário qualitativamente semelhante ao produzido pela 
inércia na ausência de elasticidade, tal como verificado para outros modelos de fluidos não-
newtonianos. Além disso, quando Wi  é elevado, a intensidade do escoamento secundário, 
em comparação com o escoamento principal, é considerável e pode afectar o caudal. 
Mostraram ainda que, nas mesmas condições de gradiente de pressão, o caudal de 
escoamento sem inércia de um fluido viscoelástico através de curva com secção circular, 
pode exceder o caudal em um canal recto equivalente. Considerando fluido viscoelástico 
Oldroyd-B, Robertson & Muller (1996) verificaram analiticamente os mesmos resultados de 
Bowen et al. (1991). Concluíram que, para 0Re   e fluido Oldroyd-B, a diminuição do caudal 
em curva, relativamente a canal recto, diminui e depois aumenta à medida que Wi  e p  
aumentam. Robertson & Muller (1996) mostraram ainda que, ao contrário da secção circular, 
na secção anelar existem diferenças acentuadas entre o escoamento sem inércia com 
elasticidade e o escoamento com inércia sem elasticidade. Esta diferença é mais acentuada 
para razões de raio ( r ) reduzidas devido às tensões geradas na parede interior da secção.  
Norouzi et al. (2010a, 2011 e 2012) estudaram analítica e numericamente o escoamento 
sem inércia através de canal curvo de secção rectangular, considerando fluidos viscoelásticos 
SOF e CEF. Analisaram a influência dos coeficientes da primeira e segunda diferença de 
tensões normais e os efeitos geométricos sobre o escoamento e a formação de instabilidades. 
Concluíram que, tal como no caso inercial e para outros modelos viscoelásticos, a primeira 
diferença de tensões normais causa um aumento na intensidade do escoamento secundário, 
enquanto a segunda diferença de tensões normais diminui a intensidade. Verificaram ainda 
que o efeito das diferenças de tensões normais sobre o escoamento secundário é fortemente 
dependente da curvatura e da secção transversal do canal. Desta forma, o factor de atrito (e 
a intensidade do escoamento secundário) é independe da geometria para 0.1d R   qualquer 
que seja o valor de A , e assim se mantém para 0.89077A   qualquer que seja o valor de 
d R . No entanto, o factor de atrito aumenta com o aumento de 0.1d R   para 
0.89077A  , e diminui com o aumento de d R  para 0.89077A  . Este comportamento é 
qualitativamente semelhante ao do fluido newtoniano inercial para as mesmas condições de 
escoamento (representado anteriormente na Figura 10.4-a do Capítulo 10).  
11.1. Descrição do problema 
Neste capítulo será comparado o escoamento com inércia reduzida e sem inércia, de 
fluidos viscoelásticos tipo FENE, através de curva com secção rectangular. Neste tipo de 
escoamento, onde o efeito da inércia é consideravelmente reduzido ou nulo, as alterações 
que ocorrem no escoamento são devidas exclusivamente, ou quase, aos efeitos viscoelásticos. 
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No escoamento com inércia reduzida, considera-se número de Reynolds constante e igual a 
25Re  , enquanto no escoamento sem inércia é admitido 0Re  . Os modelos reológicos 
viscoelásticos FENE-P e FENE-CR são comparados assumindo 5.00Wi  , 0.50   e 2 100L  . 
A geometria considerada é apresentada na Figura 4.7, com razão de curvatura igual a 
7.5cR R d   e razão de aspecto 1A  . As características da geometria e da malha estão 
resumidas na Tabela 7.1 e Tabela 7.2, apresentadas anteriormente no Capítulo 7. As 
condições de entrada e de fronteira são as descritas no Capítulo 3, tais como, por exemplo, 
perfil de escoamento completamente desenvolvido à entrada e condições de não-
escorregamento nas paredes. 
11.2. Resultados 
Joo & Shaqfeh (1992), verificaram que o escoamento sem inércia de fluido Oldroyd-B passa 
a ser instável quando 18.59críticoDe  . Neste trabalho, o número de Weissenberg foi 
sucessivamente aumentado apenas até 15Wi  , uma vez que para valores superiores, as 
condições de convergência deixam de ser cumpridas para a malha computacional 
considerada. Assim, a comparação entre os dois tipos de escoamento será realizada admitindo 
5.00Wi  , onde o escoamento é estável.  
A evolução local das componentes da velocidade e tensão ao longo da curva são ilustradas 
nas Figura 11.1 e Figura 11.2, respectivamente, junto da parede interior e exterior da curva (
(1 , ) (0.88,0.50)Y Z   e (1 , ) (0.12,0.50)Y Z  , respectivamente). A evolução da velocidade 
axial local (Figura 11.1-a) mostra que junto da parede exterior da curva, em ambos os 
escoamentos com e sem inércia, esta componente diminui à entrada da curva ( 5   ). A 
jusante, enquanto no escoamento com inércia a velocidade axial aumenta antes de atingir 
valor constante e superior ao valor local de entrada, no escoamento sem inércia o valor 
constante é rapidamente atingido e é menor do que o valor de entrada. Por outro lado, junto 
da parede interior da curva o oposto é observado (Figura 11.1-a). Estes resultados indicam 
que à entrada da curva ocorre deslocamento da componente axial no sentido da parede 
interior da curva em ambos os escoamentos. Contudo, enquanto na ausência de inércia o 
escoamento axial permanece ligeiramente deslocado no sentido da parede interior da curva, 
no escoamento inercial o efeito da força centrífuga impõe-se e o escoamento axial é 
posteriormente deslocado no sentido da parede exterior da curva. Este movimento do 
escoamento axial no sentido da parede interior da curva foi também verificado, por exemplo, 
por Zhang et al. (2006) para fluido Oldroyd-B, Norouzi et al. (2010a) para fluido de 2ª ordem e 
Norouzi et al. (2012) para fluido CEF, em escoamento sem inércia. A Figura 11.1-a mostra 
ainda que, na parede exterior da curva, a magnitude de U  é maior para o escoamento com 
inércia independentemente do modelo, mas é sempre maior para o modelo FENE-P. Já na 
parede interior da curva a magnitude de U  é menor para os casos onde se verifica um 
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aumento mais acentuado de U  na parede exterior quando 25Re  , mas é maior no modelo 
FENE-P para escoamento sem inércia (Figura 11.1-a).  
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Figura 11.1- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com 25Re   e 0Re   ao longo da curva, junto da 
parede exterior ( (1 , ) (0.88,0.50)Y Z  ) e interior da curva ( (1 , ) (0.12,0.50)Y Z  ). Comparação 
entre fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  .  
A componente transversal V  da velocidade (Figura 11.1-b) aumenta no sentido negativo, 
tanto na parede interior como na exterior da curva em todos os casos, com o desenvolvimento 
do escoamento secundário. Este aumento é maior para escoamento com inércia 
comparativamente ao escoamento sem inércia, mas é maior para o modelo FENE-P no 
primeiro caso e independente do modelo viscoelástico no segundo. Nas condições de 
escoamento ilustradas na Figura 11.1-b, comparativamente ao escoamento com inércia de 
fluido FENE-P, a magnitude de V  diminui cerca de 50%  no escoamento com inércia de 
fluido FENE-CR, e mais de 75%  no escoamento sem inércia.  
A magnitude local da componente normal axial da tensão XX  (Figura 11.2-a) é 
consideravelmente maior para o escoamento sem inércia em ambas as paredes, e depende do 
modelo viscoelástico. No escoamento sem inércia, este comportamento deve-se unicamente 
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às propriedades viscoelásticas do modelo reológico, embora seja também detectado no 
escoamento inercial (Figura 11.2-a). No modelo FENE-P, nas regiões de tensão elevada, a 
viscosidade diminui e, consequentemente, a magnitude de XX  na parede é menor, 
independentemente da presença ou não de inércia. Já no modelo FENE-CR, que não apresenta 
fluidificação da viscosidade, a magnitude de XX  nas regiões de elevada tensão é sempre 
superior (Figura 11.2-a). A Figura 11.2-a mostra ainda que, XX  na parede interior aumenta 
ligeiramente enquanto na parede exterior diminui, sendo esta diferença maior no escoamento 
sem inércia devido ao deslocamento do escoamento axial no sentido da parede interior da 
curva observado na Figura 11.1-a. 
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Figura 11.2- Variação da evolução de: a) XX  e b) XY  com 25Re   e 0Re   ao longo da curva, junto 
da parede exterior ( (1 , ) (0.88,0.50)Y Z  ) e interior da curva ( (1 , ) (0.12,0.50)Y Z  ). Comparação 
entre fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  . 
Na ausência de inércia, a diferença em magnitude de XX  nas paredes resulta no aumento 
do gradiente de pressão transversal ( dp dY , Figura 11.3) adverso nas mesmas regiões, mas 
no escoamento inercial o oposto é observado. Assim, no caso do escoamento viscoelástico 
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inercial tanto a elevada tensão normal axial como a inércia reduzida nas paredes da secção 
promovem o escoamento secundário. Já no escoamento viscoelástico sem inércia, é a 
combinação da elevada tensão normal axial nas paredes e da curvatura da linha de corrente 
que promove o escoamento secundário. Por outras palavras, no escoamento viscoelástico sem 
inércia, o gradiente de pressão é essencialmente equilibrado pela tensão normal axial 
reduzida na região central da secção transversal. Mas, nas paredes da secção não consegue 
competir com a concentração de tensão normal axial elevada. É a diferença de magnitude 
destas componentes na secção que dita o sentido de circulação do escoamento transversal. 
Por esse motivo, no escoamento sem inércia, a viscoelasticidade promove o escoamento 
secundário na mesma direcção que a do escoamento secundário inercial, apesar do gradiente 
de pressão transversal adverso (Figura 11.3).  
 
































Figura 11.3- Variação da evolução de dp dY  com 25Re   e 0Re   ao longo da curva, junto da 
parede exterior ( (1 , ) (0.88,0.50)Y Z  ) e interior da curva ( (1 , ) (0.12,0.50)Y Z  ). Comparação 
entre fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  . 
O mecanismo de desenvolvimento do escoamento secundário na ausência de inércia foi 
descrito também por diferentes autores considerando outros modelos reológicos e geometrias 
(por exemplo, Zhang et al. (2006), Norouzi et al. (2010a) e Norouzi et al. (2012)). Diferentes 
autores mostraram ainda que, também no escoamento sem inércia, a estrutura do 
escoamento secundário pode apresentar complexidades para além da estrutura aqui 
identificada e constituída apenas por um par de vórtices, dependendo da geometria (em 
particular, da secção transversal), do modelo viscoelástico e das condições de escoamento 
(Norouzi et al. (2012), Chen et al. (2006), Joo & Shaqfeh (1994)).  
Por sua vez, a magnitude local da tensão de corte XY  (Figura 11.2-b), depende em maior 
medida do modelo viscoelástico comparativamente à presença ou não de forças inerciais. 
Desta forma, as propriedades fluidificantes do modelo FENE-P afectam a magnitude de XY  
junto às paredes, onde esta componente da tensão é máxima, diminuindo a sua magnitude 
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comparativamente ao modelo FENE-CR, independentemente das condições de escoamento 
(Figura 11.2-b). Além disso, no modelo FENE-P, a presença de forças inerciais resulta numa 
diminuição da magnitude de XY  que não se verifica no modelo FENE-CR. Em todos os casos 
considerados, a magnitude absoluta local de XY , ao entrar na curva, diminui ligeiramente na 
parede exterior, mas aumenta na parede interior da curva (Figura 11.2-b).  
 



























Figura 11.4- Variação da evolução de 2N  com 25Re   e 0Re   ao longo da curva, junto da parede 
exterior ( (1 , ) (0.88,0.50)Y Z  ) e interior da curva ( (1 , ) (0.12,0.50)Y Z  ). Comparação entre 
fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  . 
A primeira diferença de tensões normais ( 1N ) é dominada pela elevada tensão normal 
axial ( XX ) e, por isso, segue a mesma evolução desta componente da tensão ilustrada na 
Figura 11.2-a. Já a evolução da segunda diferença de tensões normais, que é ilustrada na 
Figura 11.4, depende das menos significativas componentes normais da tensão YY  e ZZ . A 
magnitude de 2N  é sempre superior para o escoamento com inércia, mas é menor quando 
considerado o modelo FENE-P. A Figura 11.4 mostra ainda que 2N  apresenta sinal oposto nas 
paredes, caracterizando a parede exterior da curva como uma região de supressão do 
escoamento secundário, e a parede interior da curva como região de promoção do 
escoamento secundário. A magnitude reduzida de 2N  comparativamente a 1N  resulta no 
desenvolvimento de escoamento secundário em curvas mesmo na ausência de inércia. Estes 
resultados vêm confirmar ainda que o escoamento secundário na ausência de inércia 
apresenta a mesma estrutura que o caso inercial, uma vez que os parâmetros viscoelásticos 
actuam na mesma direcção da inércia, em oposição à segunda diferença de tensões normais 





























































Figura 11.5- Variação da distribuição de: a) U , b) V , c) XX , d) XY  com 25Re   e 0Re  , no plano 
0.50Z   da posição 90   . Comparação entre fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  . 
A Figura 11.5 e Figura 11.6 ilustram a distribuição das componentes da velocidade e tensão 
na posição angular 90   . Nestas figuras é comparado o efeito de existência ou não de 
inércia para os modelos FENE-P e FENE-CR, ao longo do plano central (Figura 11.5) e do plano 
médio (Figura 11.6). A Figura 11.5-a vem confirmar que o perfil de velocidade axial desloca-
se ligeiramente no sentido da parede exterior da curva para 25Re   nos dois modelos 
viscoelásticos, enquanto para 0Re   o deslocamento ocorre no sentido da parede interior. 
Entre as paredes laterais da secção transversal não se verifica qualquer deslocamento (Figura 
11.6-a). Além disso, independentemente do valor de Re , a magnitude da velocidade axial é 
sempre menor para o caso FENE-P comparativamente ao caso FENE-CR, na região central da 
secção transversal (Figura 11.5-a e Figura 11.6-a). A distribuição da componente transversal 
da velocidade V  vem confirma o desenvolvimento de escoamento secundário, 
independentemente de Re  e do modelo de fluido viscoelástico (Figura 11.5-b e Figura 11.6-
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b). A distribuição é semelhante em todos os casos, mas a magnitude de V  depende quer de 
Re  quer do modelo viscoelástico (Figura 11.5-b e Figura 11.6-b): V  é consideravelmente 
maior para 25Re   do que para 0Re  ; mas, enquanto para 25Re   a magnitude de V  é 
maior no modelo FENE-P, para 0Re   o oposto é observado (Figura 11.5-b e Figura 11.6-b). 
Por outras palavras, na presença de inércia as propriedades fluidificantes actuam no sentido 
da intensificação do escoamento secundário, enquanto na ausência de forças inerciais o 
oposto é verificado.  
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Figura 11.6- Variação da distribuição de: a) U , b) V , c) XX , d) XY  com 25Re   e 0Re  , no plano 
1 0.50Y   da posição 90   . Comparação entre fluido FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   
e 
2 100L  . 
A distribuição da componente normal da tensão XX , ilustrada na Figura 11.5-c e Figura 
11.6-c, é máxima nas paredes da secção transversal quer na presença quer na ausência de 
forças inerciais. A magnitude de XX  é maior quando o escoamento não tem inércia e diminui 
consideravelmente para 25Re  . No entanto, independentemente das condições de 
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escoamento, XX  é sempre superior no caso FENE-CR comparativamente ao caso FENE-P, 
devido ao carácter fluidificante da viscosidade no segundo caso. A magnitude da tensão de 
corte XY  é menor para o modelo FENE-P nas paredes da secção transversal, em particular 
junto às paredes interior e exterior da curva, onde é máxima, mas é praticamente 
independente da magnitude das forças inerciais (Figura 11.5-d e Figura 11.6-d).  
Na Figura 11.7 é comparada a evolução da vorticidade ( ) junto da parede lateral 
superior da curva e a distribuição no plano médio, para os mesmos casos anteriores. 
Localmente,   aumenta em todos os casos, sendo sempre maior na presença de inércia 
(Figura 11.7-a). Além disso, enquanto na presença de inércia   é maior no caso FENE-P, na 
ausência de inércia o oposto é observado (Figura 11.7-a), de acordo com a intensidade do 
escoamento secundário ilustrada nas (Figura 11.5-b e Figura 11.6-b). O mesmo 
comportamento é observado em todo o plano central (Figura 11.7-b).  
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Figura 11.7- Comparação de   entre os modelos FENE-CR e FENE-P com 5.00Wi  , 0.50   e 
2 100L  , para 25Re   e 0Re  : a) evolução ao longo do canal junto da parede lateral superior da 
secção ( (1 , ) (0.50,0.88)Y Z  ); b) distribuição no plano 1 0.50Y   da posição 90   . 
11.3. Conclusões 
O escoamento de fluido viscoelástico através de curva com secção quadrada, quer na 
ausência de inércia quer na presença de inércia reduzida, desenvolve escoamento secundário. 
A estrutura do escoamento transversal é semelhante nos dois casos, apesar do mecanismo de 
desenvolvimento do escoamento secundário ser diferente: no escoamento inercial, a inércia e 
o gradiente de pressão, estabelecido essencialmente pela força centrífuga, são as principais 
forças motrizes do escoamento secundário; na ausência de inércia, a principal responsável 
pela formação do escoamento secundário é a tensão normal axial elevada nas paredes. O 
escoamento secundário desenvolvido é constituído por apenas um par de vórtices simétricos 
com rotação contrária, cuja direcção e sentido de circulação é semelhante à do escoamento 
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inercial. Além disso, independentemente das condições de escoamento, os parâmetros 
viscoelásticos actuam sobre o escoamento no mesmo sentido que a inércia, e, por isso, o 
desenvolvimento do escoamento secundário é sempre favorecido e é análogo ao do 
escoamento inercial. As propriedades fluidificantes do modelo FENE-P intensificam o 
escoamento secundário na presença de inércia reduzida, mas na ausência de inércia o oposto 
é observado.  
O escoamento com inércia reduzida difere do escoamento com inércia elevada no facto de 
não desenvolver pares adicionais de vórtices, mesmo para elevada elasticidade. Já o 
escoamento sem inércia difere do escoamento com inércia reduzida na evolução da 
velocidade axial, em que no primeiro caso o máximo da velocidade axial é deslocado no 




Capítulo 12.  
Escoamento variável no tempo 
O estudo do escoamento da aorta é uma das principais motivações da investigação sobre 
escoamentos variáveis no tempo em curvas. Por esse motivo, a maior parte dos estudos sobre 
escoamento não estacionário em curvas é do tipo pulsante/oscilante em regime laminar, quer 
para a condição completamente desenvolvido quer para a condição em desenvolvimento. 
Apesar deste interesse, as conclusões são obtidas com menos sucesso nos casos transientes do 
que nos casos estacionários. 
As instabilidades temporais do escoamento em curvas podem surgir de diferentes formas 
quer por imposição de perturbações periódicas/oscilantes à entrada quer pelo simples 
aumento de, por exemplo, a inércia. Considerando o aumento da inércia, o escoamento em 
curvas, tal como em canais rectos, mantém-se em regime permanente até um determinado 
Re  crítico. A partir deste ponto, no caso do escoamento em canal recto ocorre uma 
transição, relativamente abrupta e bem definida, para regime turbulento. Para se chegar a 
um escoamento turbulento numa curva é necessário maior inércia, porque a resistência do 
escoamento deixa de ser proporcional à velocidade, ao contrário do que acontece em canal 
recto (Taylor (1929)). Nestas geometrias, o aumento do Re  produz vibrações/oscilações no 
escoamento, mantendo o movimento secundário helicoidal característico na secção 
transversal, numa gama alargada de Re . Por apresentar, na secção transversal, uma 
estrutura definida constituída por vórtices (Su & Friedrich (1994)), o escoamento é não-
estacionário, sem que seja turbulento (Bolinder & Sundén (1995)).  
Em curvas, qualquer que seja o valor de Dn , o escoamento secundário variável é causado 
pelo mesmo mecanismo (Su & Friedrich (1994)). Em termos da redistribuição da velocidade 
axial, a velocidade máxima é empurrada, primeiramente, na direcção da parede exterior da 
curva e o máximo da velocidade diminui; continuando a aumentar Dn  o máximo da 
velocidade tende a retroceder para a posição central (Berger et al. (1983), De Vriend (1981a, 
1981b)). Por outro lado, considerando a estrutura do escoamento transversal, o aumento de 
Dn  para valores elevados, dá origem a vórtices adicionais que aparecem e desaparecem 
e/ou que se movimentam na secção transversal ao longo do tempo e/ou do espaço. Estas 
instabilidades concentram-se, em primeiro lugar, junto da parede exterior da curva (parede 
côncava, região desestabilizadora), enquanto junto da parede interior da curva (parede 
convexa, região estabilizadora) o escoamento mantém-se estável e com velocidade mais 
reduzida (Su & Friedrich (1994)). Aumentando ainda mais a inércia, estas vibrações/oscilações 
aumentam de intensidade, propagam-se na secção transversal até que, finalmente atingem 
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um estado de turbulência. Surge assim uma região de flutuação irregular, onde a transição do 
estado laminar para o estado turbulento é suave e progressiva, aumentando a complexidade 
da estrutura do escoamento secundário (Baylis (1971), Ito (1987), Su & Friedrich (1994)). 
Nesta região de transição não se verifica, no entanto, um aumento significativo da resistência 
ao escoamento (Taylor (1929)).  
Taylor (1929) foi o primeiro a verificar que o escoamento num canal curvo pode exibir 
instabilidades temporais de natureza não-turbulenta. Esta conclusão foi tirada através da 
observação experimental da trajectória de tinta injectada. Tarbell & Samuels (1973) 
reportaram pela primeira vez oscilação da solução numérica do escoamento para 220Re  . 
No entanto, os autores não verificaram se as oscilações eram de natureza física ou numérica. 
Masliyah (1980) verificou experimentalmente que o escoamento se torna variável para 
150Dn  , considerando canal helicoidal de secção semi-circular com parede exterior da 
curva recta. Sankar et al. (1988) verificaram numericamente o desenvolvimento de soluções 
oscilatórias assimétricas relativamente ao plano central, com periocidade na direcção axial. 
Estas observações foram realizadas para curvas em espiral com secção rectangular, numa 
gama de 125Dn  , para 100R d  , e numa gama de 300Dn  , para 10R d  . 
Observaram ainda que o aumento de Dn  resulta num aumento destas oscilações, mas a 
diminuição de R d  tem o efeito contrário. Ao contrário de Tarbell & Samuels (1973), Sankar 
et al. (1988) defendem que as soluções obtidas não são artefactos numéricos. As oscilações 
dos vórtices do escoamento secundário em curvas foi posteriormente observada 
experimentalmente e obtida numericamente por diferentes autores (Finlay et al. (1988), 
Sugiyama et al. (1991), Matsson & Alfredsson (1992), Ligrani et al. (1992), entre outros). 
A classificação do tipo de movimento que as instabilidades temporais em curvas 
apresentam foi feita por Finlay et al. (1988). Para valores de Re  acima do valor de críticoRe  
(valor de Re  correspondente ao aparecimento dos vórtices adicionais), em escoamento 
através de curva com secção rectangular, verificaram o desenvolvimento de dois tipos de 
movimentos dos vórtices adicionais: vórtices com movimento de ondulação (undulating) e 
com movimento de torção (twisting). Para elevada razão de aspecto ( A ), os vórtices 
desenvolvem primeiro movimentos de ondulação quando 1.776 críticoRe Re , e para Re  mais 
elevado ( 2.186 críticoRe Re ) os vórtices apresentam movimento de torção. Posteriormente, 
Matsson & Alfredsson (1992) apresentaram os valores experimentais de 1.3 críticoDn Dn  e 
1.96 críticoDn Dn  para cada um dos movimentos, respectivamente, considerando 
0.026d R  ; e Ligrani et al. (1992), assumindo 0.011d R  , apresentaram os valores 
experimentais de 1.1 3.4crítico críticoRe Re Re   e 3.5 5.4crítico críticoRe Re Re  , também para 
cada um dos movimentos, respectivamente. Ligrani & Niver (1988) e Longest (1989) 
visualizaram experimentalmente estes movimentos, considerando curva de 180  com secção 
rectangular ( 40A  ). Observaram ainda que o escoamento é constituído por vórtices bem 
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definidos que apresentam outros movimentos para além dos movimentos de ondulação e 
torção, até então descritos. Visualizaram oscilação complexas de combinação dos dois modos 
anteriores e de outros mais difíceis de descrever, assim como o aparecimento e 
desaparecimento de alguns pares de vórtices. Concluíram que estes movimentos têm um 
papel importante na transição do escoamento laminar para turbulento. Considerando secção 
transversal mais reduzida ( 2A  ), Sugiyama et al. (1991) verificaram numericamente que, 
com o aumento do gradiente de pressão aplicado à entrada, o padrão de escoamento começa 
a flutuar periodicamente: os dois pares de vórtices estacionários transitam para padrões 
assimétricos de 1 e 2 pares de vórtices ou para múltiplos pares de vórtices que podem ser 
simétricos ou assimétricos. Mais tarde, Matsson & Alfredsson (1992) defenderam que os 
padrões temporais resultam da interacção dos pares de vórtices existentes, onde um par de 
vórtices emerge e imerge dos vórtices vizinhos, e estes dos anteriores. Esta conclusão é 
verificada experimentalmente por Ligrani et al. (1994) que descrevem novos fenómenos 
transientes: 2 eventos de divisão (vórtices emergem do escoamento junto da parede côncava; 
e divisão resultante do desenvolvimento abrupto de dois pares de vórtices a partir de um 
único par), e 4 eventos de fusão (aglutinação de um par de vórtices mais pequeno por um par 
de vórtices maior de forma que os vórtices com o mesmo sinal de vorticidade se fundem; 
cancelamento dos vórtices adjacentes com sinais opostos de vorticidade em dois pares 
adjacentes; varrimento do par de vórtices para dentro do par vizinho; e colapso do par de 
vórtices no escoamento junto da parede côncava).  
As alterações do escoamento secundário não-estacionário variam também com a posição 
na curva e na secção transversal (Arnal et al. (1992), Mees et al. (1996b, 1996c), Belaidi et al. 
(1992)). Num trabalho numérico e experimental, Arnal et al. (1992) mostraram que as 
instabilidades temporais surgem, em particular, nos últimos 60  de uma curva com 180  e 
concentram-se junto à parede exterior da curva: ao longo dos primeiros 90 , a velocidade 
mantém-se estacionária; entre os 90  e os 135 , desenvolvem-se flutuações na velocidade 
axial na região da parede exterior da curva que persistem até ao final da curva, enquanto na 
região da parede interior da curva estas flutuações não são observadas. Ademais, a amplitude 
destas flutuações depende da distância à parede exterior da curva: nas posições mais junto à 
parede exterior da curva as oscilações são amortecidas pelas forças viscosas da região que são 
mais fortes, e numa posição mais afastada o efeito estabilizador das forças viscosas diminui e 
a amplitude das flutuações aumenta. Em canais de secção quadrada (Mees et al. (1996b, 
1996c)) as oscilações do escoamento secundário ocorrem no par de vórtices adicional junto à 
parede exterior da curva e o par de vórtices principal permanece estacionário, mas o ponto 
de estagnação entre os dois pares de vórtices não se altera. As oscilações do padrão de 
escoamento são tão mais frequentes quanto maior Dn  e quanto menor R d  (Mees et al. 
(1996b)).  
Porém, em curva de 90  a situação é diferente. Belaidi et al. (1992) investigaram 
experimentalmente o problema e verificaram que o aumento de Dn  produz instabilidades 
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transientes também ao longo da parede interior da curva. A posição angular onde estas 
instabilidades ocorrem depende de Re , enquanto a frequência das instabilidades depende de 
d R .  
Em escoamento completamente desenvolvidos através de canais curvos, tem surgido 
grande interesse em procurar perceber a relação entre a estrutura de bifurcação e a 
estabilidade do escoamento, com o aparecimento de soluções transientes. Yanase & 
Nishiyama (1988) e Yanase et al. (1989) foram os primeiros a apresentar resultados sobre o 
desenvolvimento do padrão de escoamento ao longo do tempo das soluções instáveis do 
diagrama de bifurcação de curva com secção rectangular e circular, respectivamente. 
Bolinder & Sundén (1995) verificaram que as soluções oscilam no tempo entre as soluções 
simétricas de 2 e 4 vórtices considerando um valor de Dn  para o qual se verifica uma solução 
estacionária instável. Acrescentaram ainda que, durante a oscilação, a solução de 2 vórtices 
dura mais tempo, sugerindo que é a solução mais estável. Além disso, considerando a torção 
da geometria helicoidal, verificaram que o padrão de escoamento oscila entre padrões 
assimétricos de 2 e 4 vórtices. Em Yanase et al. (2002), fizeram cálculos de evolução no 
tempo das soluções não-estacionárias com e sem condições de simetria, e verificaram que 
surgem oscilações periódicas quando considerada condição de simetria, enquanto sem 
condição de simetria a variação no tempo é aperiódica. Wang & Yang (2004, 2005) verificaram 
que à medida que Dn  aumenta, o escoamento completamente desenvolvido tem uma 
evolução temporal complexa. Varia desde um estado estacionário com 2 vórtices, para Dn  
reduzido, até um estado de oscilações periódicas, um estado estável estacionário de 2 
vórtices diferente do anterior, oscilações intermitentes e oscilações caóticas, com o aumento 
de Dn . Recentemente, numa série de estudos sobre escoamento variável completamente 
desenvolvido em canal curvo de secção rectangular, Mondal e co-autores (Mondal et al. 
(2007a, 2007c, 2007d, 2008, 2009a, 2009b, 2009c, 2010, 2011, 2013b, 2013, 2013c), Mondal & 
Islam (2013) e Islam & Mondal (2013)), Yanase et al. (2005a, 2005b) e Rahman & Hye (2013) 
apresentaram detalhadamente a relação entre as soluções dependentes do tempo e o 
diagrama de bifurcação das soluções, fazendo variar a geometria (curvatura e secção 
transversal), temperatura, rotação e inércia. Nesses trabalhos, chegaram à conclusão que 
apenas existe um ramo do diagrama de bifurcação linearmente estável num intervalo de Dn , 
enquanto os restantes são linearmente instáveis. Verificaram as alterações no padrão de 
escoamento e a sua evolução ao longo do tempo, e observaram que nas soluções dependentes 
do tempo, de um modo geral, o escoamento passa de estacionário a periódico (de oscilações 
bem definidas), a multi-periódico até atingir um estado caótico, à medida que Dn  aumenta. 
A variação dos restantes parâmetros dá origem a variações temporais do padrão de 
escoamento menos lineares que no caso da variação de Dn . No entanto é unânime que a 




12.1. Descrição do problema 
A análise da evolução do escoamento através de curva ao longo do tempo terá duas 
abordagens diferentes neste capítulo. Inicialmente será avaliada a evolução, ao longo do 
tempo, do escoamento que atinge o estado estacionário. Neste caso, é considerando o 
modelo newtoniano com 2332Re  , para as condições assumidas no Capítulo 5. Em seguida, 
será analisado o escoamento cujo desenvolvimento é dependente do tempo e não atinge 
estado estacionário, considerando fluido viscoelástico.  
Em ambas as abordagens, a geometria admitida é representada genericamente na Figura 
4.7, cuja razão de curvatura é 15.1cR R d   e a secção transversal é quadrada ( 1A  ). As 
características da malha computacional são as mesmas apresentadas anteriormente na Tabela 
7.1 e Tabela 7.2. As condições iniciais e de fronteira são idênticas às descritas no Capítulo 3, 
tais como perfil de escoamento completamente desenvolvido à entrada, condição de não-
escorregamento nas paredes do canal e velocidade e tensões interiores nulos à entrada. 
Para que o escoamento newtoniano se torne dependente do tempo (no sentido de regime 
variável), é necessário um valor de inércia consideravelmente elevado (tal como discutido no 
Capítulo 4). Porém, para a geometria e malha computacional consideradas neste trabalho, os 
resultados numéricos deixam de convergir iterativamente para valores de inércia 2332Re >> , 
antes que se obtenha escoamento dependente do tempo. Mees et al. (1996) verificaram que, 
para = 1760Re , o escoamento de fluido newtoniano passa a depender do tempo quando o 
comprimento angular da curva é 270   . Porém, em curvas de comprimento angular máximo 
180    o escoamento é estacionário mesmo para 2332Re  . Contudo, nos casos 
viscoelásticos, dependendo das condições de escoamento assumidas, o escoamento torna-se 
dependente do tempo mesmo para 2332Re  . Assim, o escoamento não-estacionário é 
avaliado considerando apenas fluido não-newtoniano com inércia constante e igual a 
2332Re  , assumindo diferentes valores de elasticidade e parâmetros do modelo 
viscoelástico FENE-CR variáveis.  
Na abordagem do escoamento não-estacionário, o desenvolvimento do escoamento ao 
longo do tempo será parcialmente caracterizado por gráficos amplitude vs. frequência. Os 
gráficos amplitude vs. frequência são aqui obtidos por aplicação da Transformada de Fourier 
(FFT – Fast Fourier Transform), na região após a fase inicial de desenvolvimento temporal do 
escoamento, isto é, para 100t  . Para garantir uma elevada quantidade de pontos e, 
consequentemente, maior precisão neste cálculo, as simulações são realizadas até 500t   
considerando um passo no tempo 0.01t  . Recorda-se que o tempo está adimensionalizado 
com d U  e os cálculos são feitos com iterações em cada t . 
Neste capítulo, será considerado, em geral, um ponto de monitorização fixo caracterizado 
pela posição axial 150    e posição transversal (1 , ) (0.87,0.57)Y Z  , isto é, perto do 




12.2. Resultados - Escoamento estacionário ao 
longo do tempo 
Para caracterizar o escoamento estacionário ao longo do tempo, consideram-se os mesmos 
valores de Re  admitidos no Capítulo 5. Assim, o escoamento newtoniano com 486Re   
atinge naturalmente um estado estacionário (regime permanente), tal como analisado 
anteriormente no Capítulo 5. A evolução das componentes da velocidade ao longo do tempo, 
ilustrada na Figura 12.1 em diferentes posições angulares, confirma este resultado.  
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Figura 12.1- Evolução de: a) U , b) V , c) W  ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.50)Y Z   em 
diferentes posições angulares. Fluido newtoniano com 486Re  . Na tabela, 
est
t  corresponde ao valor 
do tempo a partir do qual o escoamento atinge o estado estacionário (com tolerância 5% ). 
A evolução local do escoamento ao longo do tempo (no ponto de coordenadas 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z  ) na Figura 12.1, mostra que o valor de t  a partir do qual o 
escoamento atinge o estado estacionário depende da posição angular, sendo este valor estt  
(definido quando a variável está a 5%  do valor em regime estacionário) tanto maior quanto 
mais a jusante a posição angular (tabela, Figura 12.1). No início da contagem de t , o 
desenvolvimento do escoamento axial (dado por U ) e do escoamento transversal (dado, por 
  U  estt  V  estt  
30  1.7852  19.1  -0.0170  23.95  
60  1.1764  26.95  0.0021  32.95  
90  1.2330  31.05  -0.0037  40.3  
120  1.2630  45.95  -0.0045  45.05  
150  1.2768  52.5  -0.0055  49.65  
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exemplo, pela componente V ) ocorre em simultâneo e não depende de   quando 10t  . O 
escoamento começa por desenvolver um pico cuja magnitude não depende da posição 
angular, para 30    (Figura 12.1). Quando o escoamento atinge o estado completamente 
desenvolvido a magnitude de U  e V  passa a depender da posição angular: U  e V  atingem 
valor máximo para 30  e diminuem para valor mínimo aos 60   , mas aumenta 
ligeiramente nas posições a jusante. A componente V  desenvolve-se no sentido negativo, 
indicando que o escoamento transversal local circula no sentido da parede exterior da curva 
(Figura 12.1-b). Além disso, a Figura 12.1-c mostra que a componente W  é nula e não varia 
quer no tempo quer na posição angular. Este resultado indica que o padrão de escoamento 
transversal é simétrico em relação ao plano central ( 0.50Z  ), e o vector velocidade 
transversal é dominado localmente pela componente V . 
 
a)














































Figura 12.2- Evolução de: a) U , b) V , c) W  ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.50)Y Z   e   
variável. Fluido newtoniano com 583Re  . 
O escoamento newtoniano com 583Re   (também estudado anteriormente) atinge 
também o estado estacionário, tal como se pode verificar nas Figura 12.2 e Figura 12.3, onde 
é ilustrada a evolução local das componentes da velocidade do escoamento ao longo do 
tempo. Também para 583Re  , a evolução do escoamento ao longo de t  é independente da 
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posição angular para 10t  . O valor de t  necessário para que o escoamento atinja o estado 
estacionário aumenta ligeiramente com o aumento de Re , qualquer que seja a posição 
angular. Todavia, a linha de evolução do escoamento é semelhante ao escoamento com 
486Re   (Figura 12.1 e Figura 12.2), excepto para 60   , em que a magnitude de V  
aumenta no sentido positivo. O valor de t  para o qual ocorre a mudança de sinal de V  é 
independente da posição angular e ocorre para 15.4t   (Figura 12.2 e Figura 12.3). Este 
aumento de V  deve-se ao desenvolvimento local do segundo par de vórtices, sendo a sua 
magnitude tanto maior quanto mais a jusante a posição angular, e o valor máximo é igual ao 
seu valor quando atingido o estado estacionário, independentemente da posição angular. A 
evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do tempo na posição angular 
150    é ilustrada na Figura 12.3. Nesta posição angular, o segundo par de vórtices surge 
para 15.45t  , o seu tamanho aumenta ao longo do tempo até que alcança o seu tamanho 
máximo, e se torna estacionário a partir de 61.1t   (Figura 12.3). 
 
 
Figura 12.3- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z  . Fluido newtoniano com 583Re   na posição angular 150   . 
A Figura 12.4 e a Figura 12.5 mostram o mesmo tipo de resultados para números de 
Reynolds mais elevados, desta vez para escoamento newtoniano com 1760Re   e 
2332Re  , respectivamente. Verifica-se que em ambos os casos o estado estacionário é 
também atingido, apesar de apresentar oscilações esporádicas durante o processo. O aumento 
da inércia resulta em primeiro lugar num aumento do valor de t  necessário para que o 
escoamento atinja o estado estacionário. Porém, qualquer que seja o valor de 2332Re  , o 
desenvolvimento inicial do escoamento ( < 10t ) é independente da posição angular (um 























regime transiente inicial rápido). Antes do escoamento atingir o estado estacionário, as 
componentes da velocidade desenvolvem várias oscilações, que aumentam com o aumento da 
inércia em todas as posições angulares, excepto para 30    no caso da componente axial 
(Figura 12.4 e a Figura 12.5). As oscilações locais das componentes da velocidade são o 
resultado da variação do padrão de escoamento secundário ao longo do tempo. A variação do 
padrão de escoamento ao longo do tempo para fluido newtoniano com 2332Re  , na posição 
angular 150   , é ilustrada na Figura 12.6, juntamente com a variação das componentes da 
velocidade correspondentes.  
 
a)
































Figura 12.4- Evolução de: a) U , b) V  ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.57)Y Z   e   variável. 
Fluido newtoniano com 1760Re  . 
Ao contrário do que acontece para 1760Re  , em que o escoamento desenvolve o par 
adicional de vórtices para 15.45t   na posição angular 150   , no caso 2332Re   o 
escoamento passa por diferentes padrões antes de desenvolver o padrão característico de 2 
pares de vórtices do escoamento estacionário (Figura 12.6). A Figura 12.6 mostra que, para 
2332Re  , o padrão de escoamento newtoniano oscila entre padrões de 1 a 3 pares de 
vórtices. Assim, a escoamento transversal desenvolve primeiro um padrão com um par de 
vórtices principal. Posteriormente surge um par adicional de vórtices junto da parede 
exterior. Porém, este par adicional de vórtices é reduzido e ligeiramente deslocado no 
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sentido das paredes laterais, devido à elevada força centrífuga que aumenta a intensidade do 
escoamento no sentido da parede exterior da curva ao longo do plano central. Nestas 
condições, a presença de um par adicional de vórtices junto à parede exterior com sentido de 
rotação oposto, obriga o escoamento local, mais afastado das paredes laterais da secção 
transversal, a mudar de direcção. Como resultado, surge um novo par adicional de vórtices 
junto da parede exterior da curva, e os dois pares adicionais aumentam em tamanho. Para 
40t  , a intensidade do escoamento transversal local aumenta no sentido positivo e a 
velocidade axial local diminui. Como consequência, o segundo par adicional de vórtices 
enfraquece e desparece, e o primeiro par adicional de vórtices aumenta e passa a dominar a 
circulação do escoamento transversal junto da parede exterior da curva. Quando o 
escoamento transversal adquire este padrão característico, rapidamente o escoamento 
alcança o estado estacionário (Figura 12.6). 
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Figura 12.5- Evolução de: a) U , b) V  ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.57)Y Z   e   variável. 
Fluido newtoniano com 2332Re  . 
Comparando a evolução do escoamento de fluido newtoniano (Figura 12.6), com a de 
fluido viscoelástico FENE-CR, com 2332Re  , 0.10Wi  , 0.10   e 2 100L   (Figura 
12.7), ao longo do tempo na mesma posição angular, o padrão do escoamento secundário é 
semelhante nos dois casos quando atingido o estado estacionário, mas observam-se algumas 
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diferenças na evolução deste. No caso viscoelástico (Figura 12.7), onde é considerada 
elasticidade reduzida ( 0.10Wi  ) mas elevada concentração de polímero ( 0.10  ), o 
escoamento apresenta maior número de oscilações na evolução das componentes da 
velocidade durante o desenvolvimento do escoamento, antes deste atingir o estado 
estacionário. Apesar das diferenças, o tempo necessário para atingir o estado estacionário é 
apenas ligeiramente superior no caso viscoelástico comparativamente ao caso newtoniano, 
89.5t   e 80.3t  , respectivamente. Além disso, em ambos os casos, o padrão de 
escoamento oscila de forma semelhante entre 1 e 3 pares de vórtices, e quando o 
escoamento atinge o estado estacionário o padrão é constituído por apenas dois pares de 
vórtices. Embora o padrão seja similar, a magnitude local das componentes da velocidade é 
diferente nos dois casos em regime estacionário: no caso newtoniano 
   , , 0.9687,  0.0850, 0.0213U V W    (Figura 12.6) e no caso viscoelástico 
   , , 1.4227,  0.0190, 0.0312U V W    (Figura 12.7).  
 
 
Figura 12.6- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Fluido newtoniano com 2332Re  . 
12.3. Resultados - Transição para escoamento não 
estacionário 
O escoamento newtoniano é consideravelmente mais estável quando circula em canais 
curvos comparativamente a canais rectos. Além disso, enquanto o escoamento através de 
canais rectos sofre uma transição brusca de escoamento laminar para escoamento turbulento, 
no escoamento através de curvas a mudança é progressiva e desenvolve uma região de 
























transição, onde o escoamento é não-estacionário, mas não-turbulento. Para que o 
escoamento newtoniano desenvolva este tipo de escoamento de transição é necessário um 
valor de inércia elevado. Porém, para as condições de simulação consideradas, o escoamento 
newtoniano com inércia 2332Re >>  desenvolve instabilidades numéricas e a solução não 
converge. Já no caso viscoelástico, o escoamento não-estacionário de transição é facilmente 
obtido com a variação dos parâmetros viscoelásticos assumindo valor de inércia mais 
reduzido. Desta forma, o escoamento viscoelástico na região de transição é avaliado 
admitindo inércia constante e igual a 2332Re  .  
 
 
Figura 12.7- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.10Wi  , 
0.10   e 
2 100L  . 
A Figura 12.7 revela que para o modelo FENE-CR com 2332Re  , assumindo elasticidade (
0.10Wi  ) e parâmetro de retardamento (ou elevada concentração de polímero, 0.10  ) 
reduzidos, o escoamento atinge o estado estacionário. Porém, aumentando ligeiramente a 
elasticidade o escoamento passa, rápida e naturalmente (isto é, sem perturbações 
exteriores), a depender do tempo. A Figura 12.8 ilustra a evolução das componentes da 
velocidade, ao longo do tempo, para os casos viscoelásticos FENE-CR com 2332Re  , 
0.10   e 2 100L  , para valor de elasticidade 0.20Wi   e 0.30 . Comparando a Figura 
12.7 e a Figura 12.8-a, verifica-se que o aumento de Wi  para 0.20Wi   resulta no 
desenvolvimento local de oscilações após a região de desenvolvimento inicial do escoamento (
> 70t ). Para 0.20Wi  , as oscilações são muito reduzidas e, por isso, são quase 













































Wi= 0.20, = 0.10
    
0 1 2 3
























































Wi= 0.30, = 0.10
    
0 1 2 3 4 5
































Figura 12.8- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Gráfico da amplitude vs. 
frequência da componente U  e V  da velocidade. Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.10   e 
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Figura 12.9- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  218,220t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.30Wi  , 
0.10   e 
2 100L  . 
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imperceptíveis no gráfico , ,U V W  vs. t , mas analisando o gráfico amplitude vs. frequência 
correspondente, o seu desenvolvimento é confirmado (Figura 12.8-a). 
A amplitude das oscilações apresentam ordem de grandeza de 
410  e 510 , para a 
componente axial e transversal da velocidade, respectivamente. A Figura 12.8-a mostra 
também que os espectros das oscilações destas componentes são constituídos por duas partes: 
uma parte composta por vários picos definidos de frequência fundamental reduzida e com 
elevada amplitude (espectro linear); e outra parte composta por uma banda de harmónicos 
de baixa amplitude para uma elevada gama de frequências (espectro contínuo) (Figura 12.8-
a). A primeira parte corresponde a um estado periódico, enquanto a segunda parte a um 
estado caótico. Isto significa que localmente as oscilações estão compreendidas entre um 
estado multi-periódico e semi-caótico (Figura 12.8-a). Este tipo de espectro foi obtido 
também por Mondal et al. (2007a), Mondal et al. (2009c) e Rahman & Hye (2013) para o caso 
newtoniano, para citar alguns exemplos. 
O aumento da elasticidade para 0.30Wi   resulta num aumento significativo das 
oscilações, evidente no gráfico de distribuição local das componentes da velocidade ao longo 
do tempo, na Figura 12.8-b. Este resultado é confirmado no gráfico de frequência 
correspondente onde se verifica que a amplitude das oscilações é 3 ordens de grandeza maior 
do que para 0.20Wi   (Figura 12.8-a). Para 0.30Wi  , apesar de as oscilações apresentarem 
maior amplitude, a componente transversal V  tem sempre sinal positivo, indicando que 
localmente o escoamento transversal ocorre no sentido do centro da secção transversal 
(Figura 12.8-b). 
 



















Wi= 0.30, = 0.10
 
Figura 12.10- Variação das componentes da velocidade para uma oscilação referente à Figura 12.9, 
pormenor da Figura 12.8-b. 
A variação do padrão de escoamento transversal ao longo do tempo correspondente a uma 
oscilação (representada na Figura 12.10), é ilustrada na Figura 12.9, onde cada imagem foi 
extraída a cada 0.1t  . A Figura 12.9 mostra que o padrão de escoamento secundário é 
constituído por dois pares de vórtices, semelhante ao caso estacionário da Figura 12.7. Além 
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disso, mostra que as oscilações das componentes da velocidade observadas concentram-se 
junto da parede exterior da curva, na região do par adicional de vórtices (Figura 12.9 e Figura 
12.11). Aliás, junto da parede interior da curva não se verificam quaisquer oscilações, tal 
como se pode confirmar na Figura 12.11, onde é ilustrada a evolução dos perfis da 
componente axial e transversal da velocidade extraídos do plano central, na posição angular 
150   , ao longo do intervalo  218.0,  218.7t   (na Figura 12.11 as setas indicam a 
direcção do aumento de t ). A Figura 12.9 mostra ainda que os pares adicionais oscilam entre 
as paredes laterais junto da parede exterior da curva e com maior intensidade na região do 
plano central. Este escoamento é do tipo Twisting Dean vortex denominado pela primeira vez 
por Finlay et al. (1988). O mesmo tipo de oscilações foi observado também por Mees et al. 
(1996). No gráfico de amplitude vs. frequência correspondente (Figura 12.8-b), observa-se que, 
com o aumento de Wi , a amplitude das oscilações aumenta consideravelmente, o espectro 
estende-se para frequências mais elevadas e a parte linear do espectro tende a desvanecer-se 
resultando num espectro do tipo contínuo, onde os picos bem definidos dão lugar a regiões. 
Apesar do espectro ser do tipo contínuo, distinguem-se, ainda assim, zonas de elevada 
amplitude para baixa frequência. A amplitude das oscilações é superior para a componente 
axial comparativamente à componente transversal, porém, a distribuição do espectro de 
frequência é semelhante nas duas componentes. Em ambos os casos, o espectro apresenta 
regiões de elevada amplitude para 0f  , 0.5f   (a que corresponde o período de 2T   
das Figura 12.9 e Figura 12.10) e 1f  , que dominam o espectro. Estes resultados reflectem 
o carácter multi-periódico e semi-caótico local, que, no entanto, não reflectem o estado 
noutras posições da secção transversal, tal como ilustrado nas Figura 12.9 e Figura 12.11. 
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Wi= 0.30, = 0.10
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Figura 12.11- Evolução da distribuição de U  e de V , no plano 0.50Z   da posição 150   , para o 
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Figura 12.12- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Gráfico da amplitude 
vs. frequência da componente U  e V  da velocidade. Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.10   e 




495t   495.1t   495.2t   495.3t   495.4t   495.5t   495.6t   
       
495.7t   495.8t   495.9t   496t   496.1t   496.2t   496.3t   
       
496.4t   496.5t   496.6t   496.7t   496.8t   496.9t   497t   
       
Figura 12.13- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  495,497t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.40Wi  , 
0.10   e 




250t   250.1t   250.2t   250.3t   250.4t   250.5t   250.6t   
       
250.7t   250.8t   250.9t   251t   251.1t   251.2t   251.3t   
       
251.4t   251.5t   251.6t   251.7t   251.8t   251.9t   252t   
 
      
Figura 12.14- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  250,252t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.50Wi  , 
0.10   e 
2 100L  .  
328 
 























Wi= 1.00, = 0.10
 
Figura 12.15- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 1.00Wi  , 
0.10   e 
2 100L  .  
Para as mesmas condições de escoamento, o sequente aumento da elasticidade é ilustrado 
na Figura 12.12 para os valores de elasticidade 0.40Wi   e 0.50Wi  . A Figura 12.12-a 
mostra uma diminuição local da intensidade do escoamento secundário junto da parede 
exterior da curva, e uma reversão do sentido de circulação local, que passa a decorrer na 
direcção da parede exterior da curva. Estas alterações sugerem mudanças significativas no 
padrão do escoamento secundário. Estes resultados são confirmados pela sequência de 
imagens da Figura 12.13, que ilustra a evolução do padrão de escoamento secundário ao longo 
do intervalo  495,  497t  . Para 0.40Wi  , o padrão de escoamento transversal é 
constituído por três pares de vórtices (Figura 12.13): o par principal de vórtices e dois pares 
adicionais de vórtices junto da parede exterior da curva. O segundo par adicional de vórtices 
surge entre os vórtices do primeiro par adicional de vórtices e tem circulação contrária, daí a 
diminuição da magnitude e a mudança de sinal da componente V  registada na Figura 12.12-
a. As oscilações concentram-se, mais uma vez, junto da parede exterior da curva, na região 
dos pares adicionais de vórtices, em particular, na linha que demarca o segundo par de 
vórtices adicional, pouco perceptível na sucessão de imagens da Figura 12.13. O aumento de 
Wi  para 0.40Wi   resulta, assim, na diminuição considerável da amplitude das oscilações 
das componentes axial e transversal da velocidade local, e as regiões de elevada amplitude 
diluem-se no espectro (Figura 12.12-a).  
O aumento da elasticidade para 0.50Wi   (Figura 12.12-b e Figura 12.14), por sua vez, 
resulta na absorção do primeiro par adicional de vórtices, registado na Figura 12.13 para 
0.40Wi  . O par adicional de vórtices que prevalece tem o mesmo sentido de circulação do 
par principal de vórtices (Figura 12.14) e, por esse motivo, o sinal da componente transversal 
V  local permanece negativo (Figura 12.12-b). Estas alterações do padrão de escoamento 
secundário têm como consequência o aumento da amplitude das oscilações do escoamento 
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axial e transversal local, registado no gráfico de frequência (Figura 12.12-b). Surgem 
novamente zonas de elevada amplitude para frequências reduzidas ( 0.50f  ), reflectindo 
uma intensificação do carácter periódico do escoamento local, embora não seja clara a 
existência de uma frequência preponderante bem definida (tal como acontecia, por exemplo, 
para 0.30Wi   na Figura 12.8-b). Os picos ocorrem para 0.050f   na componente axial, e 
para 0.050f   e 0.350f   na componente transversal (Figura 12.12-b). Também para este 
valor de elasticidade, a magnitude da amplitude das oscilações é maior para a componente 
axial relativamente à transversal, e a distribuição do espectro é aproximada nos dois casos. A 
sucessão de imagens da Figura 12.14 revela bem a instabilidade temporal, que resulta na 
quebra de simetria em torno do plano central 0.50Z  . 
Aumentando a elasticidade até 1.00Wi   (Figura 12.15 e Figura 12.16), as oscilações 
locais das componentes da velocidade diminuem consideravelmente em comparação ao caso 
com 0.50Wi   (Figura 12.12-b). O escoamento transversal é constituído essencialmente por 
dois pares de vórtices (Figura 12.16), e o sentido de circulação é análogo ao caso anterior na 
Figura 12.14. Todavia, para 1.00Wi  , os vórtices adicionais diminuem consideravelmente 
em tamanho, são deslocados para junto das paredes laterais e são rodeados pelo escoamento 
do par principal de vórtices (Figura 12.16). Neste caso, as oscilações locais do escoamento 
resultam do aparecimento e supressão de um vórtice de dimensão muito reduzida, localizado 
na metade inferior e superior da secção transversal, que emerge e imerge alternadamente do 
vórtice adicional (Figura 12.16). Também neste caso as oscilações do escoamento 
concentram-se na metade da secção transversal da parede exterior da curva (Figura 12.16). 
Em suma, nas condições de escoamento consideradas (modelo FENE-CR com 2332Re  , 
2 100L   e 0.10  ), a variação local das componentes da velocidade com a elasticidade 
não é linear. O aumento da elasticidade resulta na alteração significativa do padrão de 
escoamento secundário que modifica a variação e distribuição das componentes da velocidade 
na secção transversal. O padrão de escoamento depende da elasticidade e as oscilações 
ocorrem essencialmente junto da parede exterior da curva, na região do ou dos pares 
adicionais de vórtices. 
 
Para escoamento de fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.50Wi   e 2 100L  , o aumento 
do parâmetro de retardamento de 0.10   (Figura 12.12-b e Figura 12.14) para 0.50   
(Figura 12.17 e Figura 12.18) resulta na alteração significativa do padrão de escoamento 
transversal e, consequentemente, na evolução local das componentes da velocidade ao longo 
do tempo. Para 0.50   (Figura 12.18), o padrão de escoamento transversal é igualmente 
constituído por dois pares de vórtices, porém, a circulação do par adicional de vórtices é 
oposta nos dois casos: para 0.50   (Figura 12.18) a circulação ocorre no sentido do centro 
da secção transversal, característico do escoamento estacionário; enquanto para 0.10   




495t   495.1t   495.2t   495.3t   495.4t   495.5t   495.6t   
       
495.7t   495.8t   495.9t   496t   496.1t   496.2t   496.3t   
       





   
Figura 12.16- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  250,252t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 1.00Wi  , 
0.10   e 
2 100L  . 
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A alteração do padrão de escoamento resulta na mudança de sinal da componente 
transversal V  da velocidade que passa a positivo (Figura 12.17). De uma forma geral, a 
amplitude das oscilações da componente V  diminui ligeiramente, mas a da componente axial 
aumenta (Figura 12.17-c). Em ambas as componentes, o espectro é do tipo contínuo, mas 
passa a ser dominado por várias regiões bem definidas de elevada amplitude, indicando um 
aumento na periocidade das oscilações locais do escoamento, comparativamente à Figura 
12.12-b, com frequência dominante em 0.03f  , 0.51f   e 1.00f   (Figura 12.17-c). 
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Figura 12.17- Evolução: a) das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   ; b) pormenor do gráfico “a)” para o intervalo 
 295,305t  ; c) gráfico da amplitude vs. frequência das componentes U  e V  da velocidade. Fluido 
FENE-CR com 2332Re  , 0.50Wi  , 0.50   e 
2 100L  . 
Considerando agora o escoamento para modelo FENE-CR com 2332Re  , 2 100L   e 
0.50  , o posterior aumento da elasticidade para valores 2.10Wi   não resulta na 
alteração do padrão de escoamento secundário, ao contrário do que acontece para o 
escoamento com 0.10  . Assim, para 0.50   com 0.50 2.10Wi  , o padrão do 




298t   298.1t   298.2t   298.3t   298.4t   298.5t   298.6t   
       
298.7t   298.8t   298.9t   299t   299.1t   299.2t   299.3t   
       





   
Figura 12.18- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  298,300t  , representado na Figura 12.17-b, na posição angular 150   . Fluido FENE-
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Figura 12.19- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto (1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Gráfico da amplitude 
vs. frequência da componente U  e V  da velocidade. Fluido FENE-CR com 2332Re  , 0.50   e 
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400.7t   400.8t   400.9t   401.0t   401.1t   401.2t   401.3t   
       
401.4t   401.5t   401.6t   401.7t   401.8t   401.9t   402t   
       
Figura 12.20- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,402t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 1.00Wi  , 




400t   400.1t   400.2t   400.3t   400.4t   400.5t   400.6t   
       
400.7t   400.8t   400.9t   401.0t   401.1t   401.2t   401.3t   
       




   
Figura 12.21- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.10Wi  , 
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Figura 12.22- Evolução das componentes da velocidade (U , V  e W ) ao longo de t , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.57)Y Z   da posição angular 150   . Gráfico da amplitude vs. frequência da 
componente U  e V  da velocidade. Fluido FENE-CR com Re 2332 , 2.00Wi   e 
2 100L  , para: a) 
0.90  , b) 0.70  , c) 0.60  , d) 0.55  , e) 0.40  , f) 0.20  , g) 0.10  . 
e Figura 12.21 para 2.10Wi  ): um par de vórtices principal e um par adicional de vórtices 
com rotação característica do escoamento estacionário (Figura 12.7). As semelhanças nos 
padrões de escoamento secundário são também observadas na evolução local das 
componentes da velocidade, ilustradas nas Figura 12.17 e Figura 12.19. Os gráficos de 
amplitude vs. frequência correspondentes (Figura 12.19) mostram que o espectro é por base 
contínuo, indicado uma variação local caótica. Mas, para frequência reduzida ( 1f  ), 
distinguem-se três regiões de elevada amplitude que dominam o espectro (análogas às regiões 
registadas na Figura 12.17), indicando que a evolução local do escoamento possui também 
periodicidade. Os gráficos de amplitude vs. frequência mostram também que estas regiões 
diminuem em amplitude quando a elasticidade é aumentada de 0.50Wi   para 1.50Wi  , 
mas aumentam em amplitude quando a elasticidade aumenta até 2.10Wi  . Também nestes 
casos (Figura 12.18, Figura 12.20 e Figura 12.21), as oscilações temporais da velocidade 
ocorrem essencialmente junto da parede exterior da curva, em particular, na interface dos 




400t   400.1t   400.2t   400.3t   400.4t   400.5t   400.6t   
       
400.7t   400.8t   400.9t   401.0t   401.1t   401.2t   401.3t   
       
401.4t   401.5t   401.6t   401.7t   401.8t   401.9t   402t   
       
Figura 12.23- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
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401.4t   401.5t   401.6t   401.7t   401.8t   401.9t   402t   
       
Figura 12.24- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
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Figura 12.25- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
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Figura 12.26- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
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Figura 12.27- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
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401.4t   401.5t   401.6t   401.7t   401.8t   401.9t   402t   
 
      
Figura 12.28- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do intervalo  400,401t  , na posição angular 150   . Fluido FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi  , 
2 100L  , 0.10  . 
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O efeito da variação do parâmetro de retardamento (desde 0.90   a 0.10 ) sobre a 
evolução das componentes da velocidade ao longo do tempo é ilustrado na série de gráficos 
da Figura 12.22 e nas sequências de padrões de escoamento secundário ilustradas desde a 
Figura 12.23 à Figura 12.28, para o caso FENE-CR com 2332Re  , 2.00Wi   e 2 100L  . 
Procedendo ao mesmo tipo de análise realizado anteriormente, na Figura 12.22 observa-se 
que a diminuição de   resulta, de uma forma geral, num aumento da magnitude das 
oscilações e na alteração do sinal da componente transversal V , sendo positivo para 
0.50   e negativo para 0.50  . Estes resultados sugerem, à partida, que a diminuição 
de   gera alterações significativas no padrão de escoamento secundário. Assim, para 
1.00 0.50   (desde a Figura 12.23 à Figura 12.26), o escoamento secundário é constituído 
por dois pares de vórtices com circulação característica do escoamento estacionário em 
curvas. Para 0.40   (Figura 12.22-e e Figura 12.27), um novo par de vórtices desenvolve-se 
junto da parede exterior da curva entre os vórtices do primeiro par adicional, do mesmo tipo 
de padrão registado na Figura 12.13. Isto é, o escoamento transversal local ocorre no sentido 
da parede exterior da curva, e, por esse motivo, a componente transversal da velocidade 
muda de sinal para negativo. A diminuição do parâmetro de retardamento para 0.20   
(Figura 12.22-f) resulta na aglutinação do primeiro par de vórtices adicional originando um 
padrão de escoamento secundário do tipo ilustrado na Figura 12.16. O par adicional de 
vórtices desaparece com a diminuição de   para 0.10  , e o escoamento transversal 
passa a ser constituído por apenas um par de vórtices assimétricos que ocupa toda a secção 
transversal (Figura 12.22-g e Figura 12.28).  
Devido à alteração do padrão de escoamento secundário com a diminuição do parâmetro 
de retardamento, a variação das oscilações na evolução das componentes da velocidade, 
desenvolvidas ao longo do tempo, não é linear: a diminuição de  , para valores não 
inferiores a 0.50  , resulta num aumento da amplitude das oscilações. Mas, para valores 
de   inferiores, para os quais se verificam alterações significativas do padrão de 
escoamento, a amplitude tende a diminuir (Figura 12.22). Da mesma forma, a periocidade das 
oscilações aumenta com a diminuição de   até 0.50  , mas diminui com a sequente 
diminuição de  .  
 
A Figura 12.29 resume as alterações do padrão de escoamento com a variação do 
parâmetro de retardamento para diferentes valores de elasticidade, considerando o modelo 
viscoelástico FENE-CR. A Figura 12.29 mostra que a variação do padrão de escoamento, para o 
caso FENE-CR com 2332Re  , é difícil de prever para um dado valor de elasticidade e 
concentração de polímero. Porém, a variação do padrão de escoamento secundário segue a 
mesma linha de evolução. Para inércia 2332Re   e mantendo o valor constante 0.10  , 
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por exemplo, a evolução do escoamento secundário com o aumento da elasticidade evolui da 
seguinte forma (Figura 12.29): 
4-V/RN: padrão constituído por 4-vórtices (um par de vórtice principal e um par 
adicional de vórtices), cujo sentido de rotação é igual à do padrão de escoamento newtoniano 
estacionário (ex. Figura 12.9); 
6-V: padrão com 6-vórtices (um par de vórtice principal e 2 pares adicionais de 
vórtices), onde o segundo par adicional de vórtices surge entre os vórtices do primeiro par 
adicional, e os dois pares adicionais de vórtices apresentam sentido de rotação contrária (ex. 
Figura 12.13); 
4-V/RO: padrão com 4-vórtices (um par de vórtice principal e um par adicional de 
vórtices), onde o primeiro par adicional de vórtices é suprimido, o segundo par adicional 
persiste e apresenta o mesmo sentido de rotação do par principal de vórtices (ex. Figura 
12.14); 
2-V/A: padrão com 2-vórtices (um par principal de vórtices), geralmente assimétrico 
(ex. Figura 12.28), ou com 1 par adicional de vórtices também assimétricos que oscila entre 2 
e 3 vórtices alternadamente (ex. Figura 12.16).  
 













Figura 12.29- Quadro resumo da variação do padrão do escoamento secundário com   para diferentes 
valores de Wi . Fluido FENE-CR com 2332Re   e 
2 100L  . (NOTA: 4-V/RN (4 vórtices com rotação igual à do 
escoamento estacionário); 2-V/A (dois vórtices com vórtices adicionais intermitentes); 4-V/RO (4 vórtices com 
vórtices adicionais de rotação contrária à do escoamento estacionário); 6-V (6 vórtices onde 2 pares são adicionais); a 
região sombreada identifica o escoamento estacionário) 
Esta linha de evolução do padrão de escoamento é semelhante para os restantes valores 
de  . Todavia, a transição do padrão de escoamento é retardada com o aumento de  , 
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sendo necessário valores de elasticidade mais elevados. Ainda na Figura 12.29, a região 
sombreada define as condições para as quais o escoamento é estacionário.  
É importante notar que os resultados da Figura 12.29 só são válidos para escoamento 
viscoelástico FENE-CR com 2332Re   e 2 100L  , para a posição angular 150   , e que as 
conclusões não se podem estender para outras condições de escoamento. 
12.4. Conclusões 
O tempo de desenvolvimento necessário para que o escoamento atinja o estado 
estacionário depende das condições de escoamento e da posição angular considerada. Esse 
valor aumenta com a inércia, com o deslocamento da posição angular para jusante, e é 
sempre superior nos casos viscoelásticos, mas verifica-se que ocorre para 100t  . 
Comparativamente ao caso newtoniano, o escoamento viscoelástico desenvolve 
instabilidades e torna-se não-estacionário para condições de inércia mais débeis. Assim, para 
2332Re  , enquanto no caso newtoniano o escoamento é sempre estável e atinge o estado 
estacionário, no caso viscoelástico passa a não-estacionário mesmo para valores de 
elasticidade consideravelmente reduzidos ( 0.10Wi  ). Quando o escoamento se torna 
instável e o campo de velocidades fica não-estacionário, as componentes da velocidade 
desenvolvem oscilações locais (na zona exterior da secção) que se propagam ao longo do 
tempo. A variação da amplitude e frequência destas oscilações com os parâmetros de 
escoamento não é linear. Isto deve-se ao facto de a variação dos parâmetros de escoamento 
resultar em alterações significativas do padrão de escoamento secundário. Estas alterações do 
padrão de escoamento são difíceis de prever baseado apenas nos valores de concentração de 
polímero, elasticidade e extensibilidade. Por esse motivo, cada caso deverá ser analisado 
separadamente. Porém, verifica-se que a transição do padrão de escoamento segue uma linha 
de evolução semelhante com a variação da elasticidade, para cada valor de concentração de 
polímero. Assim, para um determinado valor do parâmetro de retardamento, o aumento da 
elasticidade resulta na seguinte transição: 2 pares de vórtices com rotação contrária, 
estacionários; 2 pares de vórtices com rotação contrária não-estacionário; desenvolvimento 
do segundo par adicional de vórtices; supressão do primeiro par adicional de vórtices; 
supressão e/ou aparecimento intermitente de um vórtice adicional. A transição do padrão de 
escoamento é antecipada, isto é, ocorre para valor de elasticidade mais reduzido, com a 
diminuição do parâmetro de retardamento. 
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Capítulo 13.  
Escoamento pulsante 
Quando à entrada se impõe perfil de escoamento ou gradiente de pressão dependente do 
tempo, ao invés de gradiente de pressão constante, está-se a introduzir uma nova 
perturbação do escoamento que vai resultar em maior complexidade do escoamento na curva. 
Este tipo de condição de entrada tem sido considerada com frequência para o estudo e 
compreensão de fenómenos fisiológicos, como o escoamento de sangue em veias e artérias. 
Em geral, o gradiente de pressão sinusoidal considerado tem perfil teórico (com média igual 
ou diferente de zero e sem variação da amplitude das oscilações), mas em alguns problemas 
são considerados perfis do tipo fisiológico (teórico ou experimental e normalmente com 
oscilações de diferentes amplitudes) ou do tipo intermitente (normalmente constituído por 
uma fase parabólica e outra estacionária). 
O primeiro estudo sobre escoamento através de curva considerando gradiente de pressão 
sinusoidal foi realizado por Lyne (1970). O resultado mais importante deste trabalho resume-
se ao facto de que embora o escoamento secundário seja governado por Re , para 
determinados parâmetros do escoamento desenvolve-se um escoamento secundário 
qualitativamente diferente do escoamento estacionário. Para um parâmetro de frequência do 
gradiente sinusoidal reduzido o escoamento é semelhante ao escoamento para gradiente de 
pressão estacionário, mas para parâmetro de frequência do gradiente sinusoidal elevado, o 
sentido de rotação do escoamento secundário é invertido e passa a deslocar-se no sentido da 
parede interior da curva (Lyne (1970)). Este comportamento deve-se à formação de um par de 
vórtices adicional no centro da secção com rotação contrária à do par de vórtices principal, 
têm natureza diferente dos vórtices de Dean, e passam a dominar o escoamento. Este 
movimento reverso do escoamento, também designado por movimento, vórtices ou 
instabilidades de Lyne, ocorre quando o equilíbrio favorece a componente oscilante. Estes 
vórtices resultam, assim, de um aumento dos parâmetros pulsantes do escoamento sinusoidal 
através de curva. 
O parâmetro de frequência (dado pela frequência adimensional ou número de Womersley, 
Wo , definido como 1 2( )Wo d    ou Wo = (2π.Re.St)1/2) é definido como a razão entre a 
força de inércia devido à aceleração local e a força viscosa determinando o movimento sobre 
uma escala de tempo igual ao período de oscilação. O parâmetro de frequência baixo implica 
maior efeito da viscosidade junto à parede, resultando num escoamento semelhante ao 
escoamento secundário estacionário (Hamakiotes & Berger (1988), Sudo et al. (1992)). 
Quando o parâmetro de frequência aumenta moderadamente, a intensidade do escoamento 
secundário aumenta: o efeito viscoso é reduzido junto à parede, e o efeito da inércia 
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aumenta na área central da secção (Hamakiotes & Berger (1988), Sudo et al. (1992)). O 
desequilíbrio entre estas forças favorece a força centrífuga no centro da secção, e o fluido 
move-se no sentido da parede exterior. Os vórtices principais são estirados, e os centros 
deslocam-se ligeiramente para as paredes laterais superior e inferior simetricamente. Nesta 
altura, a velocidade transversal tem forma aproximadamente anelar, apresentando um pico 
junto da parede (correspondente ao centro do vórtice), e um vale no centro da secção 
transversal (uma vez que, na região central, o fluido deixa de obedecer à variação do 
gradiente de pressão axial). Quando o parâmetro de frequência aumenta significativamente, 
o escoamento secundário desenvolve uma zona de estagnação junto da parede côncava 
(Hamakiotes & Berger (1988), Sudo et al. (1992)). O gradiente de pressão torna-se maior do 
que a força centrífuga no centro da secção e, em determinada altura, o fluido na zona de 
estagnação começa um movimento rotacional. Surge, então, um par de vórtices adicional que 
se desenvolve e ocupa o centro da secção, empurrando o centro dos vórtices já existentes 
para as paredes laterais, formando as instabilidade de Lyne (Figura 13.1).  
O desenvolvimento deste escoamento secundário foi verificado, entre outros, 
teoricamente por Zalosh & Nelson (1973) para secção transversal circular e por Smith (1975) 
para secção arbitrária, e experimentalmente por Munson (1975) para secção circular. Assim 
como por James (1975, 1976) e Iemoto et al. (1985) para fluidos viscoelásticos. Mullin & 
Greated (1980a, 1980b) confirmaram experimental e teoricamente os resultados anteriores, 
para escoamento em desenvolvimento e completamente desenvolvido. Mostraram que o 
escoamento depende da frequência e amplitude da oscilação e é significativamente afectado 
pelas forças viscosas e inerciais. A transição de 2 para 4 vórtices foi documentada para 
= 11Wo  por Lyne (1970), mas Mullin & Greated (1980a, 1980b) verificaram para = 12.9Wo . 
Para descrever o desenvolvimento o escoamento secundário com o aumento de Wo , para um 
dado Re , Sudo et al. (1992) sugeriram a divisão do desenvolvimento da estrutura do 
escoamento transversal, em 5 fases diferentes (Figura 13.1): a) circulação de Dean; b) 
circulação de Dean deformada; c) circulação intermédia entre circulação de Dean e de Lyne; 
d) circulação de Lyne deformada; e) circulação de Lyne. A sequência deste desenvolvimento 
está ilustrada na Figura 13.1. Em Sudo et al. (1992) e Timité et al. (2010, 2011), são 
apresentados diagramas interessantes do tipo Wo  vs Dn , onde as alterações do padrão de 
escoamento secundário estão documentadas fotograficamente, para curvas de secção 
transversal circular. 
Singh et al. (1978) consideraram perfil de entrada semelhante ao ciclo fisiológico do 
sangue na aorta, e mostraram que a reversão do sentido do escoamento secundário ocorre na 
fase de desaceleração do ciclo. Também Chandran & Yearwood (1981), Talbot & Gong (1983), 
Chang & Tarbell (1985), Rindt et al. (1991), Sumida (2007) e Glenn et al. (2012) verificaram 
experimental e numericamente estes resultados. Hamakiotes & Berger (1990) observaram que 
o escoamento de Lyne também ocorre na região de aceleração do ciclo, mas apenas para Wo  
reduzido e Re  elevado. Às conclusões de Singh et al. (1978), Chang & Tarbell (1985) 
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acrescentaram que: o escoamento secundário pode desenvolver padrões com até 7 pares de 
vórtices na secção, e que os vórtices adicionais estão embebidos noutros vórtices em cascata; 
o escoamento secundário desenvolvido é forte, com tensão de corte na parede tão grande 
como a componente axial; ocorre reversão do escoamento axial junto da parede interior da 
curva; ocorre um pico de tensão junto da parede interior da curva, enquanto no escoamento 
estacionário ocorre junto da parede exterior. Sumida (2007) observou ainda que o 
comprimento de entrada em escoamento pulsante é mais reduzido do que para escoamento 
estacionário com o mesmo caudal máximo, no entanto o comprimento de entrada é mais 
longo para Wo  moderado. Glenn et al. (2012) verificaram a formação de múltiplos pares de 
vórtices na região de aceleração, tal como observado por Chang & Tarbell (1985), e 
alterações significativas do padrão formado na fase de desaceleração. Apresentaram um 
diagrama de variação do padrão de escoamento nas fases de aceleração e desaceleração em 
função do Re  modificado. 
 
 
Figura 13.1- Fases de transição do escoamento secundário sugerido por Sudo et al. (1992): a) 
escoamento de Dean; b) escoamento de Dean deformado; c) escoamento intermédio entre escoamento 
de Dean e de Lyne; d) escoamento de Lyne deformado; e) escoamento de Lyne. (Adaptado de Sudo et 
al. (1992)) 
Komai & Tanishita (1997) consideraram gradiente de pressão intermitente constituído por 
um período sistólico com forma parabólica seguido de um período estacionário diastólico. Um 
gradiente de pressão com este formato resulta igualmente na reversão do escoamento. 
Contudo, o escoamento secundário gerado pelo período sistólico não desaparece 



































pulsação, o escoamento é fortemente afectado pelo escoamento residual do período 
diastólico anterior. 
Siggers & Waters (2008) estudaram o diagrama de bifurcação para escoamento sujeito a 
um gradiente de pressão sinusoidal. Neste tipo de problema, o escoamento é governado por 
Dn , Re , d R  e Wo . Não verificaram a existência de soluções assimétricas, mas não 
excluem a possibilidade de existência de outros ramos.  
Considerando fluidos viscoelásticos, James (1975, 1976) acrescentou que a elasticidade do 
fluido diminui o valor crítico do parâmetro de frequência do gradiente sinusoidal para o qual 
ocorre reversão do sentido do escoamento secundário. Enquanto Iemoto et al. (1985), 
considerando fluido de lei de potência, verificaram que, quando ocorre reversão do 
escoamento, a localização axial onde a reversão ocorre desloca-se para jusante à medida que 
o índice n  diminui. O início da reversão é atrasado com o aumento de Re  para n  elevado, 
mas para n  reduzido a posição desloca-se para jusante com o aumento de Re . Considerando 
gradiente de pressão intermitente e fluido de Carreau-Yasuda, Gijsen et al. (1999) 
verificaram que quando a taxa de deformação é baixa, a viscosidade característica é maior 
(mais viscoso será o fluido) e não ocorre reversão do escoamento durante a pulsação. No 
entanto, quando a taxa de deformação é elevada, a viscosidade característica é menor 
(menos viscoso será o fluido), o fluido comporta-se como um fluido newtoniano, e verifica-se 
reversão do escoamento durante a pulsação. 
Back et al. (1994) consideraram escoamento pulsante sob influencia de um gradiente de 
temperatura axial e concluíram que o aumento de Wo  resulta num aumento da transferência 
de calor.  
Jarrahi et al. (2011) tiveram em conta o efeito da pulsação e dos parâmetros de controlo 
do escoamento sobre a mistura em curva. A combinação dos parâmetros de controlo resulta 
em padrões de escoamento altamente imprevisíveis e cuja estrutura mais complexa surge 
quando ocorre reversão do escoamento. A mistura aumenta significativamente para 
escoamento sinusoidal, sendo maior para parâmetros de frequências reduzidos e moderados. 
O escoamento sinusoidal em geometrias complexas foi abordado em Timité et al. (2011). 
Combinando vários cotovelos com rotação de 90  entre si, Timité et al. (2011) obtiveram 
trajectórias complexas e irregulares devido ao efeito combinado da força centrifuga, campo 
de velocidade pulsante e mudança do plano de curvatura. A complexidade do escoamento, na 
primeira curva, deve-se essencialmente à velocidade pulsante. Nas curvas seguintes o efeito 
da pulsação sobre o escoamento diminui e o desenvolvimento do escoamento passa a dever-
se, principalmente, aos efeitos da inércia e da mudança do eixo da curvatura. Ao longo do 
canal, a quantidade de zonas regulares desaparece com o aumento do número de curvas e 
diminui com o aumento dos parâmetros pulsantes. Estes fenómenos contribuem para maior 
mistura e transferência de calor. 
O problema análogo ao do escoamento transiente através de curva com gradiente 
sinusoidal é o do escoamento estacionário através de curva complexa com geometria 
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sinusoidal. A similaridade entre os dois problemas foi mostrada numérica e analiticamente 
por Iemoto et al. (1985). De entre os resultados em comum está a ocorrência de reversão do 
escoamento, para geometrias periódica com duas curvas sucessivas. 
Tendo em vista o melhor entendimento sobre o escoamento fisiológico do sangue em 
canais curvos, o escoamento pulsante é abordado, na sua maior parte, senão todos, admitindo 
condutas com secção transversal circular. Na verdade, a pesquisa bibliográfica realizada 
revelou que não existem resultados publicados sobre o escoamento pulsante, de fluido 
viscoelástico, através de curva com secção transversal rectangular, sendo, os resultados 
apresentados a seguir, os primeiros sobre o tema. 
13.1. Descrição do problema 
Quando à entrada da curva se impõe perfil de escoamento pulsante o padrão de 
escoamento secundário desenvolvido passa a apresentar uma variação mais complexa, 
comparativamente ao escoamento estacionário com perfil de entrada completamente 
desenvolvido. Neste capítulo, pretende-se avaliar de que forma os modelos de fluido 
newtoniano e viscoelástico e os parâmetros do escoamento pulsante de entrada afectam o 
desenvolvimento do escoamento, através de curva com 180  e secção transversal quadrada. 
As equações constitutivas reológicas que regem o fluido viscoelástico são, como tem sido 
no decorrer deste trabalho, as dos modelos FENE-CR e FENE-P. A condição não-estacionária 
foi aplicada através de um escoamento periódico pulsante/oscilante imposta à entrada do 
canal. O fluxo periódico foi obtido analiticamente da solução teórica para escoamento 
newtoniano completamente desenvolvido em canal plano sujeito a um gradiente de pressões 
a variar sinusoidalmente no tempo do tipo: 








         
Nestas condições, pretende-se avaliar o comportamento do escoamento quando se altera, 
por exemplo, o período de oscilação ( 1T f ) e o parâmetro oscilatório ( AK ). 
Para simplificar o problema, as condições de fronteira de entrada são baseadas no 
escoamento de fluido newtoniano. Estas condições de escoamento são aplicadas à entrada do 
canal recto de entrada, a montante da curva, de forma que o escoamento dos fluidos 
viscoelásticos entre na curva completamente desenvolvido. 
Assim, na entrada do canal, o fluido é submetido a um gradiente de pressão que varia 
sinusoidalmente no tempo de acordo com a Eq(13.1) (Miranda et al. (2008) e Duarte et al. 
(2008)). Na Eq(13.1), oK  e eK  representam a amplitude oscilante e estacionária, 
respectivamente, e a variável   corresponde à frequência angular do gradiente de pressão 
oscilante imposto. Neste problema considera-se que a velocidade na entrada ( , )u y t  é 
composta por duas componentes: 
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(13.2)           , ,e ou y t u y u y t        
onde eu  representa a velocidade estacionária, que resulta da aplicação do gradiente de 
pressão estacionário ( ( ) eu dp dx K  ), e ou  corresponde à velocidade oscilante que 
resulta da aplicação do gradiente de pressão oscilante ( ( ) cos( )o odp dx K t   ). O perfil 
estacionário de velocidades é definido pela expressão clássica parabólica, que normalizado 
com oK   resulta em (Laudau & Lifshitz (1959)): 













        
onde Y y h , sendo 2h d  metade da altura do canal de entrada d , de acordo com a 
figura 4.7, que ilustra a geometria da curva considerada. 
A frequência de oscilação imposta no escoamento poderá ser controlada, por exemplo, 
pelo número de Strouhal ( St ) dado por: 




        
onde o período de oscilação é dado por 2T   , e a frequência oscilatória do gradiente de 
pressão é definido por 2 f  . O gradiente de pressão oscilante é controlado pelo seguinte 
parâmetro: 






        
que no caso do escoamento estacionário toma o valor 0AK   enquanto no caso oscilante 
assume um valor 0AK  . A parte estacionária do gradiente de pressão eK  corresponde à 
velocidade média estacionária do canal 
2
03e eU h K  . A solução analítica da contribuição 
oscilante no caso newtoniano é dada pela expressão (Laudau & Lifshitz (1959)): 
(13.6)    
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onde 2  , e os restante parâmetros da Eq (13.6) são definidos por:  
(13.7)   
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A tensão de corte é obtida a partir do perfil de velocidades da Eq (13.2) e admitindo a 
relação xy s u y    , resultando em (Miranda et al (2008)): 
(13.8)   
   
         







A B C A B S t
K h J
K





   
       
      
    
onde    sinh cosA Y Y   e    cosh sinB Y Y  . 
À semelhança dos casos anteriores apresentados, nas saídas foram impostas condições de 
Neumann para todas as variáveis de cálculo, isto é, gradientes axiais nulos ( 0y   ), 
paredes do canal rígidas, onde se admite a condição de não-deslizamento ( 0u v  ). A 
geometria considerada é apresentada na Figura 4.7, cuja razão de curvatura é 
7.5cR R d  , e secção transversal rectangular com razão de aspecto 1A  . A malha 
computacional é caracterizada na Tabela 7.1 e Tabela 7.2 do Capítulo 7.  
Para além de ser avaliado o efeito do modelo de fluido e dos parâmetros dos modelos, tais 
como a inércia, a elasticidade, o parâmetro de retardamento e extensibilidade, é também 
avaliado o efeito do parâmetro do gradiente de pressão oscilante ( AK ) e do período de 
oscilação (T ) sobre o desenvolvimento do escoamento ao longo do tempo. O efeito do perfil 
oscilatório da velocidade à entrada do canal é avaliado para inércia a variar num intervalo 
25 350Re  . Os cálculos do escoamento não-estacionário foram obtidos para um passo no 
tempo normalizado com o período oscilante 0.01t T  .  
13.2. Resultados 
13.2.1. Fluido newtoniano 
A influência dos parâmetros de oscilação AK  e T , sobre o desenvolvimento do 
escoamento em curvas de secção quadrada, é avaliado para fluido newtoniano, considerando 
diferentes valores de inércia ( Re ). 
A Figura 13.2 ilustra o efeito do parâmetro AK  sobre a evolução local (no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da secção transversal) das componentes axial (U ) e transversal (V ) 
da velocidade ao longo do tempo, considerando fluido newtoniano com inércia e frequência 
constantes e iguais a 25Re   e 1.0T  , respectivamente, na posição angular 150   . 
Considerando uma amplitude estacionária de 12eK   (constante), fez-se variar apenas o 
valor de oK  num intervalo 6 240oK  , resultando em valores de AK  a variar num 
intervalo 0.50 20.00AK  , respectivamente. A Figura 13.2 mostra que evolução local do 
escoamento é semelhante em todos os casos, onde o aumento de AK  resulta apenas no 
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aumento local da amplitude das oscilações das componentes da velocidade. 
Independentemente do valor de AK , a magnitude de U  e V  oscila acima e abaixo dos 
valores 1.4175U   e 0.02429V   , respectivamente.  
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Figura 13.2- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com AK , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano com 25Re   e para 1.0T  . 
No escoamento newtoniano estacionário com 25Re  , o deslocamento da velocidade axial 
máxima no sentido da parede exterior da curva, devido à força centrífuga, é muito reduzido e 
o mesmo é verificado no escoamento não-estacionário pulsante. Este resultado é confirmado 
na Figura 13.3, onde se verifica que a região de velocidade axial máxima se localiza sempre 
junto da centro da secção transversal, apesar da elevada amplitude das oscilações observadas 
na Figura 13.2-a. A oscilação da magnitude de U  ocorre em toda a secção transversal, a 
Figura 13.3 ilustra o caso com 20.00AK  , mas é representativo para os restantes valores de 
AK . Na Figura 13.2-b confirma-se ainda o desenvolvimento do escoamento transversal, pelo 
aumento local da magnitude da componente V  da velocidade no sentido negativo. A Figura 
13.3 mostra ainda que o padrão de escoamento é constituído por um par de vórtices 
simétricos que ocupam toda a secção transversal, característico do escoamento em curvas. 
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0.00t T   0.125t T   0.250t T   
   
   
0.375t T   0.500t T   0.625t T   
   
   
0.750t T   0.875t T   1.00t T   
   
   
Figura 13.3- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário ao longo de uma 
oscilação completa (referente à Figura 13.2), na posição angular 150   . Fluido newtoniano com 
25Re  , para 20.00AK   e 1.0T  . 
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No entanto, este padrão não se altera ao longo do tempo. As oscilações locais de V , 
ilustradas na Figura 13.2-b, são de magnitude reduzida e não provocam alterações do padrão 
de escoamento secundário, apesar das alterações significativas observadas na distribuição da 
velocidade axial (Figura 13.3). 
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T  maxU  t T  minU  t T  medU  maxV  t T  minV  t T  medV  
1.0 1.481 9.188 1.356 9.688 1.419 -0.0239 9.938 -0.0247 9.438 -0.0243 
1.78 1.554 9.248 1.284 9.753 1.419 -0.0220 9.949 -0.0267 9.444 -0.0243 
2.52 1.615 9.254 1.224 9.749 1.420 -0.0199 9.908 -0.0293 9.412 -0.0244 
4.37 1.797 9.244 1.056 9.735 1.428 -0.0146 9.827 -0.0370 9.324 -0.0250 
5.64 1.931 9.232 0.943 9.719 1.672 -0.0117 9.790 -0.0425 9.294 -0.0261 
Figura 13.4- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com T , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano com 25Re   e para 1.00AK  . 
O efeito de T  na evolução local das componentes axial e transversal da velocidade, para o 
caso newtoniano com 25Re   e 1.00AK  , na posição angular 150   , é ilustrado na 
Figura 13.4. Esta figura mostra que o aumento do período resulta numa variação das 
componentes da velocidade semelhante à verificada com o aumento de AK  (Figura 13.2). 
Isto é, resulta no aumento da amplitude das oscilações locais das duas componentes da 
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velocidade, e o máximo de V  é antecipado no tempo adimensionalizado com o período (t/T). 
O valor médio de U  e V  passa a depender ligeiramente de T , sendo tanto maior quanto 
maior o período (tabela da Figura 13.4). Apesar das diferenças na evolução local das 
componentes da velocidade, a variação da distribuição da velocidade axial e do padrão de 
escoamento transversal é análogo ao ilustrado nas Figura 13.3. Para 25Re  , 
independentemente do valor de AK  e de T , na gama de valores considerados, o padrão do 
escoamento secundário é semelhante ao do escoamento estacionário com o mesmo valor de 
inércia, ou seja, constituído por um par de vórtices simétricos (Figura 13.3). A Figura 13.4 
revela ainda que o regime transitório para o estabelecimento de oscilações cíclicas é curto 
para T  mais elevado.  
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Figura 13.5- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com Re , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano para 20.00AK   e 4.37T  . 
Considerando o efeito da inércia, este é avaliado na Figura 13.5 para o intervalo 
200 250Re  , admitindo 20.00AK   e 4.37T  . Observa-se que o aumento da inércia 
resulta apenas num ligeiro aumento da magnitude das oscilações da componente axial (Figura 
13.5-a), mas U  varia consideravelmente ao longo do tempo, na secção. Este resultado é 
ilustrado na Figura 13.6 para o caso com 230Re  , mas a variação da distribuição de U  ao 
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longo de t T  para os restantes valores de Re , apresentados na Figura 13.5, é análoga. A 
Figura 13.6 mostra que a região de U  máximo está deslocada no sentido da parede exterior 
da curva durante a pulsação, e a oscilação resulta no aumento e diminuição da magnitude de 
U  em toda a secção transversal.  
 




t T   
    
12.311t T   12.391t T   12.471t T   12.574t T   
    




t T   12.883t T   12.997t T   
    
Figura 13.6- Evolução da distribuição de U  ao longo de uma oscilação completa, na posição angular 
150   . Fluido newtoniano com 230Re  , para 20.00AK   e 4.37T  . 
Por sua vez, as oscilações locais da componente transversal da velocidade alteram-se 
significativamente ao longo do tempo com o aumento da inércia (Figura 13.5-b). A Figura 
13.5-b mostra que as oscilações locais de V  para além de aumentarem em amplitude com o 
aumento da inércia, aumentam também em magnitude e, em alguns casos, apresentam 
alteração de sinal.  
Assim, para 230Re   a magnitude local de V  oscila para valores negativos (Figura 13.5-
b), e o escoamento é constituído essencialmente por um par de vórtices (Figura 13.7). Na 
região de desaceleração da velocidade axial, quando U  local atinge valor mínimo, a Figura 
13.7 mostra o desenvolvimento de um par de vórtices muito reduzido nos cantos formados 




11.304t T   11.418t T   11.475t T   11.613t T   
    
11.681t T   11.796t T   11.853t T   11.922t T   
   
 
11.990t T   12.104t T   12.173t T   12.311t T   
    
Figura 13.7- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 200Re  , para 20.00AK   e 4.37T  . 
Para 230Re  , a oscilação da componente V  decorre de forma que o valor mínimo 
apresenta sinal negativo e o valor máximo apresenta sinal positivo (Figura 13.5-b). Esta 
variação mostra que localmente o sentido de circulação do vector de velocidade transversal 
se modifica durante uma oscilação, indicando alterações no padrão de escoamento 
secundário. Este resultado é confirmado na Figura 13.8, onde é ilustrada a evolução do 
padrão do escoamento secundário durante uma oscilação. O escoamento transversal oscila 
entre um padrão com um par de vórtices e um padrão com dois pares de vórtices (Figura 
13.8). Combinando as Figura 13.5 e Figura 13.8, verifica-se que na região de desaceleração de 
U  se desenvolve um par adicional de vórtices, e a magnitude de V  aumenta no sentido 
positivo. Mas na região de aceleração de U  o par adicional de vórtices diminui e desaparece, 
e a magnitude de V  aumenta no sentido negativo. Para 230Re  , a oscilação local da 
componente V  ocorre apenas para valores positivos, o que significa que localmente o 
escoamento ocorre no sentido do centro da secção transversal. A Figura 13.9 confirma este 
resultado, mostrando que as oscilações resultam apenas num ligeiro aumento e diminuição do 
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t T   12.883t T   12.997t T   
    
Figura 13.8- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 230Re  , para 20.00AK   e 4.37T  . 
A variação do padrão do escoamento secundário com a pulsação resulta também no 
deslocamento do centro dos vórtices principais na secção transversal. O trajecto percorrido 
por este ponto (centro do vórtice principal da metade superior da secção transversal), ao 
longo de uma oscilação, é ilustrado na Figura 13.10, para os casos representados desde a 
Figura 13.7 à Figura 13.9. O trajecto percorrido pelo centro do vórtice principal é análogo 
para os diferentes valores de Re . No entanto, o aumento de Re  resulta no deslocamento do 
centro do vórtice no sentido da parede lateral superior e da parede interior da curva. Este 
comportamento é uma consequência do aparecimento e aumento em tamanho dos vórtices 
adicionais junto da parede exterior da curva, ilustrado nas figuras anteriores, que empurram 
o escoamento transversal na direcção destas paredes (Figura 13.10). 
Nas figuras apresentadas a seguir, é avaliado o efeito dos parâmetros do escoamento 
pulsante de entrada desta vez para inércia mais elevada, tal como efectuado anteriormente 
para 25Re  .  
Na Figura 13.11 é avaliado o efeito do parâmetro AK  com 250Re   e 1.0T  , na 
posição angular 150   . Tal como no caso para 25Re   (Figura 13.2), o aumento de AK , 
num intervalo 5.00 20.00AK  , resulta apenas no aumento da amplitude das oscilações 
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produzidas pelo escoamento pulsante, em particular na componente axial (Figura 13.11-a). A 
Figura 13.11 mostra ainda que o desenvolvimento do escoamento é dirigido em primeiro lugar 
pela inércia e pelo efeito da força centrífuga produzida pela curvatura da geometria, que 
definem a linha de evolução das componentes da velocidade ao longo do tempo. Por sua vez, 
o escoamento pulsante à entrada do canal produz oscilações no escoamento, mas não altera 
significativamente quer a distribuição da velocidade axial quer o padrão do escoamento 
secundário. Este resultado é verificado na Figura 13.12, onde se confirma que a distribuição 
de U  na secção transversal e do padrão de escoamento secundário praticamente não se 
alteram durante a oscilação tanto para 5.00AK   como para 20.00AK   (Figura 13.12): a 
região de magnitude máxima de U  encontra-se deslocada no sentido da parede exterior da 
curva (devido à inércia e à curvatura) e apenas se verifica um ligeiro aumento e diminuição 
da magnitude da região máxima de U ; já o padrão do escoamento secundário é constituído 
por dois pares de vórtices, em que o par adicional de vórtices é muito reduzido (daí o sinal 
negativo da componente V  ilustrado na Figura 13.11-b), mas a pulsação do escoamento 
afecta pouco ou nada o tamanho destes vórtices.  
 




t T   
    
15.308t T   15.388t T   15.468t T   15.571t T   
   
 




t T   15.834t T   15.995t T   
    
Figura 13.9- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 4.37T  . 
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Figura 13.10- Variação da posição do centro do vórtice principal, na metade superior da secção 
transversal, ao longo de uma oscilação. Resultados referentes à Figura 13.5, Figura 13.7, Figura 13.8 e 
Figura 13.9. 
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Figura 13.11- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com AK , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 1.0T  . 
A Figura 13.11 e Figura 13.12 revelam ainda que o escoamento pulsante à entrada 
antecipa o desenvolvimento do par adicional de vórtices, comparativamente ao escoamento 
estacionário para o mesmo valor de inércia. No Capítulo 7, mostrou-se que o par adicional de 
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vórtices desenvolve-se em escoamento estacionário quando 300Re   para 7.5cR  , mas 
para escoamento pulsante desenvolve-se para 250Re  , embora com tamanho e intensidade 

























    
    

























    
    
Figura 13.12- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário ao longo de uma 
oscilação completa, na posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   
e 1.0T  . 
O efeito de T  sobre as componentes da velocidade do escoamento newtoniano é ilustrado 
na Figura 13.13 para o caso partícula com 250Re   e 20.00AK  , na posição angular 





























































T  maxU  t T  minU  t T  medU  maxV  t T  minV  t T  medV  
1.0 1.879 29.258 1.633 29.759 1,756 0 29.884 -0.0003 29.383 -0,0002 
2.52 2.189 29.267 1.335 29.782 1,761 0.0010 29.782 -0.0021 29.306 -0,0004 
3.57 2.334 29.365 1.096 29.855 1,709 0.0090 29.757 0.0002 29.393 0,0049 
4.37 2.347 29.163 0.899 29.667 1,624 0.02740 29.552 0.0053 29.072 0,0148 
5.05 2.355 29.235 0.843 29.749 1,603 0.0319 29.344 0.0091 29.849 0,0180 
5.64 2.408 29.266 0.847 29.761 1,656 0.0272 29.238 0.0060 29.716 0,0141 
6.18 2.572 29.253 0.869 29.739 1,757 0.0233 29.189 -0.0089 29.561 0,0068 
Figura 13.13- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com T  e c) pormenor para uma oscilação, ao 
longo de t T , no ponto (1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano com 250Re 


























    
 
























    
























    
    
Figura 13.14- Evolução da distribuição de U  e do padrão de escoamento secundário com 1.00T  , 
2.52T   e 3.57T  , ao longo de uma oscilação, na posição angular 150   . Fluido newtoniano com 
250Re  , para 20.00AK  . 
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A Figura 13.13 mostra que a diminuição do período T  de oscilação resulta na aproximação 
da linha de evolução local da componente axial do escoamento não-estacionário, da linha de 
evolução local do escoamento estacionário, para o mesmo valor de inércia. Além disso, o 
aumento de T  resulta no aumento da amplitude das oscilações e na diminuição do tempo 
(normalizado com o período) necessário para atingir o desenvolvimento completo cíclico. Na 
região de desenvolvimento completo cíclico, observa-se que o aumento de T  aumenta o valor 
máximo de U , mas a variação de medU  não é linear (Figura 13.13-c).  
 




t T   
    






t T   15.834t T   15.926t T   15.994t T   
    
Figura 13.15- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 4.37T  . 
A Figura 13.13-b mostra também que o aumento de T  produz alterações consideráveis nas 
oscilações locais de V , e a variação dos valores maxV  e medV  não é linear, indicando 
mudanças significativas no sentido de circulação do escoamento transversal local e do padrão 
de escoamento secundário.  
Assim, para 1.00T   a amplitude da oscilação de V  é consideravelmente reduzida e 
apresenta sinal negativo. A Figura 13.14 mostra que o escoamento secundário desenvolve 
segundo par de vórtices, mas é muito reduzido e, por esse motivo, não se verifica alteração 
do sinal local na Figura 13.13-b e Figura 13.13-c. Além disso, as oscilações produzidas pelo 
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escoamento pulsante são demasiadamente reduzidas para desenvolver alterações 
significativas quer no escoamento axial quer no escoamento secundário (Figura 13.14). 
 
10.326t T   10.435t T   10.515t T   10.594t T   
    




t T   10.832t T   11.020t T   
    
11.049t T   11.119t T   11.159t T   11.169t T   
    




t T   11.327t T    
   
 
Figura 13.16- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 5.05T  . 
Aumentando T  para 2.52T  , as oscilações de U  e de V  aumentam em amplitude, e V  
passa a ser positiva no ponto máximo da oscilação e negativo no ponto mínimo (Figura 13.13-
c). A Figura 13.14 mostra que o escoamento pulsante faz variar consideravelmente a 
magnitude da região de velocidade axial máxima, e o padrão do escoamento secundário varia 
entre um e dois pares de vórtices. O mesmo comportamento é observado quando 3.57T   
(Figura 13.13 e Figura 13.14). Nestes casos, o par adicional de vórtices surge na região de 
desaceleração da velocidade axial e aparece na região de aceleração (Figura 13.14). 
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Figura 13.17- Evolução da distribuição de U  ao longo de uma oscilação completa, na posição angular 
150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 5.05T  .  
Para 4.37T   (Figura 13.13 e Figura 13.15), o par adicional de vórtices não desaparece 
com a pulsação, provocando apenas o aumento e diminuição do tamanho destes, e, 
consequentemente, o sinal local da componente transversal é sempre positivo. 
Aumentando T  para 5.05T   (Figura 13.13, Figura 13.16 e Figura 13.17) a variação local 
de U  e V  indica que o par adicional de vórtices persistem durante a oscilação. Quando 
observada a evolução do padrão de escoamento secundário ao longo do tempo, na Figura 
13.16, verifica-se que novas alterações ocorrem no escoamento: surge um novo par de 
vórtices reduzido, desta vez, junto da parede interior da curva, na região de aceleração da 
velocidade axial. Este terceiro par de vórtices aparece e desaparece durante a oscilação. A 
distribuição da velocidade axial (Figura 13.17) varia em magnitude com a pulsação em toda a 
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secção transversal, mas a região máxima de U  mantém-se junto da parede exterior da curva 
por acção da força centrífuga. Este comportamento é verificado também para 5.64T   
(Figura 13.18) e para 6.18T   (Figura 13.19). No primeiro caso (Figura 13.18), os vórtices 
junto da parede interior aumentam consideravelmente em tamanho e estendem-se ao longo 
do plano central, comparativamente ao caso 5.05T   (Figura 13.17), e o par adicional junto 
da parede exterior da curva não desaparece durante a oscilação, mas varia em tamanho. Já 
no segundo caso (Figura 13.19), os dois pares adicionais de vórtices aparecem e desaparecem 
durante a oscilação: na região de aceleração de U , os dois pares adicionais desenvolvem-se e 
aumentam em tamanho; depois, diminuem e desaparecem, quando U  atinge o máximo local. 
 




t T   9.374t T   9.454t T   
    




t T   
    
9.852t T   9.932t T   10.012t T   10.092t T   
    
10.162t T   10.216t T     
  
  
Figura 13.18- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 5.64T  . 
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t T   
    
7.799t T   7.920t T   7.961t T   8.001t T   
    
8.041t T   8.122t T   8.147t T   8.163t T   
    




t T   8.365t T   8.495t T   
    
Figura 13.19- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 
posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 20.00AK   e 6.18T  .  
Também para 8.00T   (Figura 13.20) se desenvolve um par adicional de vórtices tanto 
junto da parede interior como da parede exterior da curva. Comparativamente aos casos 
anteriores, o par adicional de vórtices junto da parede exterior da curva é maior que o par 
adicional junto da parede interior da curva. Porém, o segundo par adicional, em vez de 
aumentar ao longo do plano central, como nos casos anteriores, aumenta ao longo da parede 
interior, da mesma forma que o par adicional de vórtices localizado junto da parede exterior 
da curva (Figura 13.20). Além disso, estes dois pares de vórtices aparecem e desaparecem 
durante a oscilação produzida pelo escoamento pulsante, tal como no caso anterior. O 
aumento da magnitude da velocidade axial (aceleração axial), diminui o par adicional de 
vórtices junto da parede exterior com a consequente diminuição da velocidade transversal, e 
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forma-se o par de vórtices junto da parede interior da curva que aumenta em tamanho. 
Depois que ambos os pares de vórtices atingem aproximadamente o mesmo tamanho, ambos 
diminuem em tamanho até que desaparecem, onde a velocidade axial local atinge o seu valor 
máximo ( 8.294t T   na Figura 13.20). Em seguida, a velocidade axial local começa a 
diminuir (desaceleração axial), o par adicional de vórtices junto da parede exterior da curva 
desenvolve-se novamente e aumenta em tamanho, até que a magnitude local de U  atinge 
novamente o valor mínimo ( 7.831t T   na Figura 13.20), iniciando novo ciclo. 
 




t T   7.963t T   7.975t T   
   
 
7.988t T   8.025t T   8.051t T   8.069t T   
    




t T   8.451t T   
    
8.477t T   8.514t T   8.558t T   8.652t T   
    
Figura 13.20- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na 












   




t T   8.403t T   
       
8.414t T   8.431t T   8.448t T   8.460t T   8.477t T   8.523t T   8.569t T   
       
Figura 13.21- Evolução do padrão de escoamento secundário ao longo de uma oscilação completa, na posição angular 150   . Fluido newtoniano com 250Re  , para 
20.00AK   e 8.74T  .
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O posterior aumento de T  para 8.74T   (Figura 13.21), resulta num aumento bastante 
significativo em tamanho do par adicional de vórtices junto da parede exterior da curva, mas 
não se observa a formação do par de vórtices junto da parede interior da curva. Neste caso, o 
par adicional de vórtices aparece e desaparece com a oscilação produzida pela pulsação do 
escoamento à entrada (Figura 13.21): a aceleração axial, até à magnitude máxima da 
componente axial local para 8.271t T  , faz desaparecer o par adicional de vórtices; e a 
desaceleração axial faz aparecer novamente o par adicional de vórtices; e assim 
sucessivamente.  
A variação de T  no intervalo 1.00 8.87T  , revela alterações significativas no padrão 
de escoamento secundário durante a oscilação. Porém, não se observa o desenvolvimento do 
escoamento de Lyne na geometria e condições de escoamento considerados, ao contrário de 
Zalosh & Nelson (1973), Sudo et al (1992) e Timité et al (2010) que mostraram este tipo de 
escoamento em curvas de secção circular. Para o comprimento do canal aqui admitido, o 
escoamento é, em geral, do tipo em desenvolvimento. Os resultados indicam que, para as 
condições assumidas, o escoamento pulsante atinge o desenvolvimento completo cíclico no 
tempo, mas nada dizem sobre o desenvolvimento completo no espaço. Por esse motivo, e na 
ausência de resultados para comparar, as diferenças registadas entre os resultados 
apresentados e os resultados publicados por diferentes autores podem estar associadas à 
geometria da curva: configuração da secção transversal e comprimento angular.  
Nos estudos referenciados anteriormente, os resultados referem-se a canais curvos com 
secção transversal circular, enquanto aqui é considerada secção transversal quadrada. A 
configuração circular da secção transversal parecem antecipar o desenvolvimento do 
escoamento de Lyne, comparativamente à configuração da secção transversal quadrada. As 
paredes curvas da secção transversal circular parecem favorecer a acomodação dos vórtices 
principais, que se estendem ao longo destas paredes, envolvendo os vórtices adicionais que se 
desenvolvem no centro da secção transversal (ou de Lyne), durante a pulsação. Esta 
configuração do escoamento secundário permite que os vórtices de Lyne se mantenham no 
centro da secção transversal, aumentem consideravelmente em tamanho, até que passam a 
dominar o escoamento secundário. Já para secção transversal quadrada, porém, a 
distribuição dos vórtices principais não permitem o desenvolvimento dos vórtices de Lyne, no 
centro da secção transversal. Ao invés, observa-se o desenvolvimento de dois pares de 
vórtices adicionais, junto das paredes interior e exterior da curva, que, durante a oscilação, 
se estendem ao longo do plano central, mas não “descolam” das paredes.  
Os resultados apontam para a necessidade de condições de pulsação mais agressivas para 
que o escoamento de Lyne se desenvolva em escoamento de fluido newtoniano através de 
curva com secção transversal quadrada, comparativamente à secção transversal circular. No 
escoamento estacionário, pelo contrário, as paredes rectas da secção transversal favorecem o 
desenvolvimento do escoamento secundário e dos vórtices de Dean junto da parede exterior 
da curva, comparativamente à secção transversal circular. Este facto parece ser também uma 
contribuição importante para a inibição do desenvolvimento dos vórtices de Lyne. 
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13.2.2. Fluido viscoelástico 
O escoamento pulsante é avaliado nesta secção para fluido viscoelástico FENE-P e FENE-
CR. A análise do escoamento para os modelos viscoelásticos é efectuada da mesma forma que 
para o escoamento newtoniano. O efeito dos parâmetros do escoamento pulsante de entrada 
são avaliados, assim como, o efeito dos parâmetros viscoelásticos, tais como, a elasticidade, 
a extensibilidade e o parâmetro de retardamento. 
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Figura 13.22- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com Wi , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 25Re  , 0.90  , 
2 10L  , para 1.00AK   e 1.00T  . 
Os resultados, apresentados em seguida, mostram que o efeito do modelo de fluido 
considerado é pouco significativo na evolução do padrão de escoamento secundário pulsante. 
Isto é, o desenvolvimento do escoamento pulsante de fluido viscoelástico revela ser muito 
semelhante ao verificado para o caso newtoniano para as mesmas condições pulsantes do 
escoamento consideradas.  
As Figura 13.22, Figura 13.23 e Figura 13.24 mostram que para fluido FENE-CR com 
25Re  , a elasticidade, a extensibilidade e o parâmetro de retardamento, respectivamente, 
não alteram o padrão de escoamento secundário, comparativamente ao caso newtoniano. Isto 
é, na gama de valores considerada, o padrão é semelhante ao caso newtoniano ilustrado na 
Figura 13.3. Para parâmetro do gradiente de pressão oscilante 1.00AK   e 1.00T  , a 
amplitude das oscilações da velocidade axial local depende apenas do modelo viscoelástico e 
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não é alterada pela elasticidade (Figura 13.22-a). Já a magnitude absoluta da componente 
transversal aumenta com o aumento da elasticidade, que é maior para o modelo viscoelástico 
(Figura 13.22-b). 
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Figura 13.23- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com 2L , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 25Re  , 0.50Wi  , 
0.50  , para 0.50AK   e 1.00T  .  
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Figura 13.24- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com  , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 25Re  , 0.50Wi  , 
2 10L  , para 0.50AK   e 1.00T  .  
O efeito da extensibilidade, no entanto, revela ser mais acentuada comparativamente ao 
efeito da elasticidade (Figura 13.23). A Figura 13.23 mostra que o aumento de L2 resulta num 
aumento da magnitude absoluta local quer da velocidade axial quer da componente 
transversal da velocidade, sendo sempre menor para o caso newtoniano. Apesar das 
diferenças locais registadas na Figura 13.23, o padrão do escoamento transversal é 
semelhante ao caso newtoniano (por exemplo, da Figura 13.3), onde o padrão de escoamento 































Figura 13.25- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com Wi , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Comparação entre fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P 
com 25Re  , 0.90  , 
2 10L  , para 1.50AK   e 1.00T  . 
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Figura 13.26- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com  , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Comparação entre fluido newtoniano, FENE-CR e FENE-P 
com 25Re  , 0.50Wi  , 
2 10L  , para 1.50AK   e 1.00T  . 
O efeito do parâmetro de retardamento sobre a evolução local das componentes da 
velocidade é ilustrado na Figura 13.24, para as mesmas condições de escoamento pulsante, 
onde se verifica que o efeito de   é maior do que o de Wi , mas é menor do que o de 
2L . A 
diminuição do parâmetro de retardamento tem o mesmo efeito que o aumento da 
extensibilidade, isto é, resulta no aumento da magnitude absoluta das componentes da 
velocidade e do seu valor médio durante o período (Figura 13.24).  
As Figura 13.25 e Figura 13.26, ilustram o efeito do modelo viscoelástico para Re=25. A 
magnitude de U e V depende consideravelmente do modelo, sendo sempre maior no caso 
FENE-P, comparativamente ao caso FENE-CR e newtoniano. Os parâmetros Wi e β, acentuam 
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este efeito, em particular no caso FENE-P. Contudo, o padrão de escoamento é semelhante ao 
caso newtoniano para os mesmos valores de T e AK. 
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Figura 13.27- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com Wi , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 250Re  , 0.50  , 
2 100L  , para 1.00AK   e 6.68T  . 
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Figura 13.28- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com  , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 250Re  , 1.00Wi  , 
2 100L  , para 1.00AK   e diferentes valores de T . 
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O mesmo tipo de analise é efectuado para 250Re  , nas Figura 13.27, Figura 13.28 e 
Figura 13.29. De uma forma geral, a evolução local das componentes da velocidade são 
afectadas em primeiro lugar pelo valor da inércia, dos parâmetros viscoelásticos e da 
elasticidade, comparativamente aos parâmetros do escoamento pulsante de entrada 
admitidos. Isto é, a magnitude das componentes axial e transversal da velocidade é 
determinada primeiro pela inércia e pelos parâmetros viscoelásticos, tal como no caso 
estacionário, e o parâmetro pulsante T  determina a amplitude da oscilação local destas 
componentes (Figura 13.28 e Figura 13.29). A Figura 13.27 mostra que o aumento de Wi  
resulta na diminuição da magnitude absoluta da componente axial e no aumento da 
componente transversal, tal como no caso estacionário nas mesmas condições de escoamento. 
O mesmo tipo de resultados é verificado na Figura 13.28 para a diminuição de  , e na Figura 






























































Figura 13.29- Variação da evolução de: a) U  e b) V  com 2L , ao longo de t T , no ponto 
(1 , ) (0.87,0.50)Y Z   da posição 150   . Fluido newtoniano e FENE-CR com 250Re  , 1.00Wi  , 
0.50  , para 1.00AK   e diferentes valores de T .  
Embora a magnitude das componentes da velocidade varie com a inércia, a elasticidade, a 
extensibilidade e o parâmetro de retardamento, as alterações do padrão de escoamento 
381 
 
secundário produzido pelo escoamento pulsante à entrada do canal é semelhante ao caso 
newtoniano. Para as condições de escoamento consideradas, os modelos viscoelásticos 
acentuam apenas a variação entre padrões de um e dois pares de vórtices. 
Apesar das alterações produzidas pelos modelos e parâmetros viscoelásticos, 
comparativamente ao caso newtoniano para as mesmas condições de escoamento, não se 
verificou o desenvolvimento do escoamento de Lyne. Estes resultados vêm confirmar que a 
secção transversal quadrada inibe o desenvolvimento do escoamento de Lyne. 
13.3. Conclusões 
Os resultados apresentados mostram que o escoamento de Lyne nem sempre se desenvolve 
quando é imposto escoamento pulsante à entrada. Não existem resultados publicados sobre o 
escoamento pulsante através de curva com secção quadrada para comparação, mas é possível 
concluir que o formato das paredes da secção transversal é decisivo no desenvolvimento deste 
tipo de escoamento. Aliás, para as condições de escoamento consideradas neste trabalho, não 
se verificou o desenvolvimento do escoamento de Lyne em curva com secção transversal 
quadrada, indicando que serão necessárias condições de pulsação e inércia mais acentuadas 
para que isso se verifique.  
Os resultados apresentados permitem também afirmar que existe um valor de T  para o 
qual o efeito da inércia, do modelo de fluido e dos parâmetros viscoelásticos estão em 
equilíbrio com o efeito dos parâmetros pulsantes. Uma vez que: para T  reduzido, o efeito da 
inércia, do modelo de fluido e dos parâmetros viscoelásticos prevalecem, e a linha de 
evolução do escoamento é semelhante ao caso estacionário, apesar da existência de 
oscilações com amplitude reduzida; o aumento de T , e o aumento de AK , resulta em 
alterações significativas na evolução do padrão de escoamento secundário que pouco ou nada 
têm em comum com o escoamento estacionário, incluindo o aparecimento e desaparecimento 
de pares adicionais de vórtices quer na parede interior quer na parede exterior da curva.  
Outro factor importante, que poderá estar associado ao não desenvolvimento do 
escoamento de Lyne na geometria utilizada, é o comprimento angular da curva. Isto é, os 
resultados aqui apresentados mostram que localmente o escoamento pulsante atinge o 
desenvolvimento completo no tempo (em que os ciclos de oscilação se repetem), mas nada 
diz sobre o desenvolvimento no espaço. Ou seja, no estado estacionário, quando o 
comprimento angular da curva é elevado ( 180   ) observam-se oscilações espaciais na 
evolução do escoamento com alteração significativa do padrão de escoamento secundário 
(incluindo o aparecimento de múltiplos pares de vórtices), que não são observadas em curvas 
com 180   . O mesmo tipo de comportamento poderá ocorrer quando considerado 
escoamento pulsante.  
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Capítulo 14.  
Conclusão e sugestões para trabalho 
futuro 
14.1. Conclusão 
O principal contributo deste trabalho consiste na descrição e caracterização quanto às 
condições de ocorrência de instabilidades inerciais e viscoelásticas, associadas ou não à 
presença de inércia, que surgem quando fluidos newtonianos e não-newtonianos com 
propriedades viscoelásticas fluem através de um canal de secção rectangular com curvatura. 
A discretização das equações de governo foi feita utilizando o método dos volumes finitos 
juntamente com a aplicação de um esquema de alta resolução (CUBISTA), por forma a ser 
possível obter resultados com boa precisão numérica. Os modelos constitutivos reológicos, 
para os fluidos aqui considerados, são do tipo diferencial e seguem o modelo FENE-CR e o 
modelo FENE-P. A geometria genérica consiste num canal curvo de comprimento angular igual 
a 180   , ligado nos dois extremos a canais rectos, um de entrada e outro de saída, com 
secção transversal rectangular. As principais conclusões tiradas dos resultados apresentados 
são descritas em seguida.  
O Capítulo 5, em que se analisa ao pormenor o escoamento de fluido newtoniano através 
de curva com secção transversal quadrada, para uma gama de números de Reynolds elevada (
2332Re  ), é incluído como forma de validar o programa de simulação através da 
comparação com resultados experimentais encontrados na literatura. Os resultados numéricos 
apresentados vêm não só confirmar o que já era conhecido sobre escoamentos em 
desenvolvimento de fluido newtoniano em curvas, como também estão em consonância com 
os resultados experimentais da literatura, validando a precisão do programa numérico. 
Porém, o escoamento em canais curvos é fortemente dependente da geometria, e é 
necessário precaução quando são feitas comparações de resultados. O escoamento através de 
curva resulta essencialmente no desenvolvimento do escoamento secundário constituído, em 
geral, por: um par de vórtices principal, resultante da geometria do canal, e um par adicional 
de vórtices junto da parede exterior da curva, resultante do aumento da inércia. O 
desenvolvimento deste escoamento transversal tem como consequência a redução da 
velocidade máxima axial e o deslocamento dessa região no sentido da parede exterior da 
curva, assim como o aumento da velocidade transversal na secção e o aumento da tensão de 
corte junto da parede exterior da curva.  
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No Capítulo 6, o mesmo tipo de análise é efectuado pela primeira vez para os modelos 
viscoelásticos FENE-P e FENE-CR. Os resultados permitem concluir que, independentemente 
do modelo reológico do fluido, na primeira metade da curva (até 90 ) o desenvolvimento do 
escoamento depende essencialmente da geometria. Na segunda metade da curva, o 
desenvolvimento do escoamento passa a depender da inércia em todos os modelos reológicos, 
e no caso dos modelos viscoelásticos passa a depender também da elasticidade e dos 
parâmetros dos modelos reológicos (elasticidade e parâmetro de retardamento). Para o 
modelo FENE-CR, o aumento de Re , Wi , 2L  e a diminuição de  , resulta na antecipação e 
intensificação do desenvolvimento de instabilidades secundárias na secção transversal, e 
numa evolução mais complexa do escoamento ao longo da curva, comparativamente ao caso 
newtoniano. Já no modelo FENE-P, o aumento de Wi  e a diminuição de   acentua o efeito 
fluidificante do fluido, antecipando o desenvolvimento do segundo par de vórtices e 
aumentando consideravelmente o seu tamanho e intensidade. Contudo, o aumento de 
2L  
praticamente não afecta o desenvolvimento do escoamento secundário para o modelo FENE-
P, em condições de elevada inércia e para a gama de Wi  considerada. A presença de 
reofluidificação (“shear-thinning”) actua na mesma direcção da elasticidade do fluido, na 
medida em que favorece a transição do escoamento secundário de um para dois pares de 
vórtices.  
O par adicional de vórtices, de uma forma geral, não surge a montante da posição angular 
60   , mas pode surgir a jusante quando as condições de, por exemplo, inércia são mais 
débeis. O valor de críticoRe  de transição, ou de aparecimento do par adicional de vórtices, 
depende consideravelmente quer do modelo reológico quer da geometria, inércia e 
parâmetros viscoelásticos. críticoRe  é mais reduzido para os modelos viscoelásticos quando 
comparado com o modelo newtoniano ( 583Re  ), e para o mesmo valor de inércia o 
aumento de Wi , 2L  e a diminuição de  , antecipa também esta transição. Para os modelos 
FENE-CR e FENE-P, quando 486Re   o par adicional de vórtices é observado para 0.7Wi  , 
com 0.50   e 
2 100L  , mas é antecipado para valores de Wi  mais reduzidos quando 
2L  é 
aumentado e   é reduzido.  
No Capítulo 7, verificou-se que o escoamento depende fortemente da geometria da curva. 
A razão de curvatura ( cR ) é determinante no desenvolvimento do escoamento, 
comparativamente a outros factores, tais como o tipo de modelo de fluido, a elasticidade e os 
parâmetros viscoelásticos. O escoamento em curva apresenta uma evolução característica 
independentemente da curvatura. A redução da razão de curvatura leva essencialmente a um 
retardamento do efeito da força centrífuga, que só se faz sentir em posições angulares mais a 
jusante na curva. Os resultados revelam que, enquanto a curvatura determina a linha de 
evolução do escoamento, o modelo de fluido, a inércia, a elasticidade e os parâmetros 
viscoelásticos determinam a magnitude dessa evolução. Além disso, o efeito destes 
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parâmetros é análogo ao efeito do aumento da inércia, independentemente da razão de 
curvatura. A diminuição do raio de curvatura resulta também num aumento significativo da 
magnitude do escoamento transversal. Todavia, apesar de o escoamento secundário ser mais 
intenso para 1.5cR   do que para 15.1cR  , a estrutura do escoamento secundário tende a 
ser mais complexo no segundo caso, para as mesmas condições de escoamento. Além disso, o 
escoamento mostrou ser menos estável em curvas com razão de curvatura reduzida, em que o 
escoamento passa a não-estacionário para condições de inércia e de elasticidade mais débeis. 
A variação de críticoDn  (transição de um para dois pares de vórtices) com cR , revela que existe 
um valor de cR  para o qual o valor de críticoDn  é mínimo. Embora, na literatura, este valor 
não seja consensual, neste trabalho este valor é 7.5cR  . 
Para curvas com 15.1cR  , o escoamento não pode ser descrito apenas por Dn . Este 
resultado é verificado quando, para o mesmo de Dn  ( 125Dn  ), a diminuição de cR  e da 
inércia não resulta necessariamente no mesmo tipo de escoamento. Além disso, para um 
determinado valor de inércia, os vórtices adicionais podem surgir quando o escoamento está 
em desenvolvimento, mas isso não significa que estes persistam até ao final da curva. Assim, 
a definição do número de Dean só é válida para curvaturas reduzidas e para escoamento 
completamente desenvolvido. Os resultados revelaram ainda que, nas geometrias com 
3.5cR  , existem efeitos da curvatura a montante da secção curva do canal, alterando o 
perfil de escoamento à entrada da curva. 
Admitindo a geometria com 1.5cR  , o efeito da curvatura a montante e a jusante da 
secção curva do canal foi analisado no Capítulo 8. No final do canal recto de entrada, o 
escoamento é deslocado no sentido da parede interior da curva por efeito da curvatura. Este 
movimento do escoamento é independente do modelo reológico, da inércia, da elasticidade e 
dos parâmetros viscoelásticos, e resulta na diminuição da velocidade axial junto da parede 
exterior e no aumento junto da parede interior; no desenvolvimento de escoamento 
transversal cujo sentido é o da parede interior da curva, mas sem formação de vórtices; e o 
aumento das tensões de corte na parede interior da curva e diminuição na parede oposta. 
Este deslocamento do escoamento depende fortemente da geometria, uma vez que é 
observado mesmo para 1Re  . A magnitude da velocidade transversal, à saída do canal 
recto de entrada, diminui com o aumento da inércia, da elasticidade, da extensibilidade e da 
diminuição do parâmetro de retardamento. Contudo, é sempre maior para fluido newtoniano 
comparativamente com os fluidos viscoelásticos, e é sempre maior para o modelo FENE-P 
comparativamente ao modelo FENE-CR. Já a magnitude da velocidade axial é menor para o 
modelo FENE-P, enquanto no modelo FENE-CR é, em geral, semelhante ao caso newtoniano. A 
distância a montante da curva, onde o efeito da curvatura se faz sentir, aumenta com a 




A jusante da curva, a intensidade do escoamento transversal diminui progressivamente, 
até que se aproxima de zero quando atinge desenvolvimento completo. Apesar de, no final do 
canal de saída, o escoamento axial apresentar desenvolvimento completo, o padrão de 
escoamento secundário é constituído por um par de vórtices com rotação contrária ao padrão 
de escoamento secundário na curva. A magnitude deste escoamento secundário é muito 
reduzida, mas justifica o aumento de críticoRe  de transição (para regime turbulento) em canal 
recto a jusante de uma curva, verificado por diferentes autores.  
O perfil de velocidade à entrada é um parâmetro importante para a evolução do 
escoamento em desenvolvimento, ao contrário do que acontece no escoamento 
completamente desenvolvido. Quando considerado perfil de entrada uniforme, o escoamento 
requer maior distância axial para desenvolver o escoamento característico das curvas, 
comparativamente ao escoamento com perfil de entrada completamente desenvolvido. O 
perfil de entrada uniforme retarda o desenvolvimento do par adicional de vórtices em todas 
as situações simuladas, mesmo nos casos de elevada elasticidade, extensibilidade e 
concentração de polímero que antecipam este resultado. Este comportamento deve-se à 
necessidade de estabelecer a camada limite junto às paredes, por esse motivo, a região de 
velocidade axial máxima só é deslocada no sentido da parede exterior da curva numa posição 
mais a jusante. Porém, o padrão do escoamento transversal mostra que a força centrífuga 
actua sobre o escoamento desde o início da curva, pelo desenvolvimento do par de vórtices 
principal com intensidade mais reduzida. No final da curva, ambos os escoamentos tendem a 
aproximar-se e, dependendo das condições de escoamento, podem igualar-se: no caso 
newtoniano o escoamento atinge desenvolvimento completo, mas nos casos viscoelásticos o 
mesmo não se verifica.  
O efeito do perfil de entrada é acentuado pela diminuição da razão de curvatura, em 
particular, à saída da curva o desenvolvimento completo não é atingido, e os escoamentos em 
causa não se igualam. Devido ao efeito da curvatura observado a montante, a presença ou 
não do canal recto de entrada foi também avaliada no Capítulo 9. As diferenças no 
desenvolvimento do escoamento na curva, na presença e na ausência de canal recto de 
entrada, são maiores na primeira metade da curva e diminuem na segunda metade da curva, 
mas não se igualam. A presença de canal recto de entrada retarda o desenvolvimento do 
escoamento, devido ao deslocamento do escoamento no sentido da parede interior da curva, 
mas resulta numa maior estabilização do escoamento, permitindo obter convergência 
numérica dos resultados em escoamentos com valores, por exemplo, de elasticidade 
superiores. Estas diferenças aumentam com a elasticidade.  
A variação da secção transversal rectangular, tratada no Capítulo 10, resulta em 
alterações significativas no desenvolvimento e no padrão do escoamento secundário. A 
combinação dos efeitos de confinamento do escoamento (produzido pelas paredes do canal), 
da força centrífuga (produzida pela inércia e curvatura), e do modelo de fluido dá origem a 
uma variação não linear do valor de críticoDn  (de transição de um para dois ou mais pares de 
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vórtices) com a razão de aspecto. Assim, o valor mínimo de críticoDn  necessário para que 
ocorra a transição de um par de vórtices para 2 ou mais pares, acontece para 1.5A  . Para 
valores inferiores e superiores a 1.5A   o valor de críticoDn  aumenta. Na primeira metade da 
curva, o desenvolvimento do escoamento depende principalmente da razão de aspecto, 
enquanto na segunda metade da curva passa também a depender de outros parâmetros como, 
por exemplo, o modelo reológico e a elasticidade. Independentemente da razão de aspecto, a 
inércia, os modelos viscoelásticos, a elasticidade, e os parâmetros viscoelásticos resultam: na 
antecipação do desenvolvimento de instabilidades secundárias; no aumento da intensidade do 
escoamento secundário; e numa maior complexidade do padrão de escoamento secundário 
através do desenvolvimento de vórtices adicionais. O aumento da razão de aspecto resulta no 
aumento do número de pares adicionais de vórtices desenvolvidos ao longo da parede exterior 
da curva: para 1.5A   o escoamento secundário desenvolve até dois pares de vórtices; para 
2A   o escoamento poderá desenvolver até três pares, mas pode desenvolver até cinco 
pares de vórtices quando considerado 5A  . Além disso, no processo de desenvolvimento do 
escoamento na curva, quando 1A  , é observado o desenvolvimento de uma região de 
reversão do sentido do escoamento transversal junto da parede interior da curva, mas que, 
em geral, não persiste até ao final da curva.  
No Capítulo 11 são abordados os escoamentos com inércia reduzida ( 25Re  ) e sem 
inércia ( 0Re  ) em que as alterações do escoamento são de natureza viscoelástica e não 
inercial. Para inércia reduzida, o escoamento axial é ligeiramente deslocado no sentido da 
parede exterior, enquanto para 0Re   o escoamento axial é deslocado no sentido da parede 
interior da curva. Em ambos os casos, desenvolve-se o escoamento secundário, embora não 
ocorra deslocamento efectivo do escoamento axial no sentido da parede exterior da curva. O 
escoamento secundário é constituído pelo par principal de vórtices característico, que ocupa 
toda a secção transversal. No desenvolvimento do escoamento secundário, a inércia (mesmo 
que reduzida) e o gradiente de pressão, estabelecido essencialmente pela força centrífuga, 
são as principais forças motrizes do escoamento secundário; na ausência de inércia a principal 
força responsável pela formação do escoamento secundário é a tensão normal axial elevada 
nas paredes da secção. Contudo, a magnitude do escoamento secundário é consideravelmente 
reduzida nos dois casos, podendo apresentar uma magnitude máxima inferior a 5%  
relativamente à velocidade axial. Independentemente das condições de escoamento, os 
parâmetros viscoelásticos e as propriedades fluidificantes do modelo FENE-P actuam sobre o 
escoamento de forma a promover e intensificar o escoamento secundário. O escoamento com 
inércia reduzida e sem inércia diferem do escoamento com inércia elevada no facto de não 
desenvolverem vórtices adicionais. 
O escoamento em curvas pode desenvolver instabilidades que variam no tempo, este tema 
é abordado no Capítulo 12. Comparativamente ao caso newtoniano, o escoamento 
viscoelástico desenvolve instabilidades e torna-se não-estacionário para condições de inércia 
mais débeis. Assim, para 2332Re  , enquanto no caso newtoniano o escoamento é sempre 
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estável e atinge o estado estacionário, no caso viscoelástico passa a não-estacionário mesmo 
para valores de elasticidade consideravelmente reduzidos ( 0.10Wi  ). Quando o 
escoamento se torna instável e o campo de velocidades fica não-estacionário, as 
componentes da velocidade desenvolvem oscilações locais que se propagam ao longo do 
tempo. As oscilações concentram-se junto da parede exterior da curva, e a variação da 
amplitude e frequência destas oscilações com os parâmetros de escoamento não é linear. Isto 
deve-se ao facto de a variação dos parâmetros de escoamento resultar em alterações 
significativas do padrão de escoamento secundário. Contudo, a transição do padrão de 
escoamento segue uma linha de evolução semelhante com a variação da elasticidade, para 
cada valor de concentração de polímero no caso FENE-CR. A transição do padrão de 
escoamento é antecipada com aumento da elasticidade e a diminuição do parâmetro de 
retardamento. 
Os resultados sobre o escoamento pulsante à entrada, apresentados no Capítulo 13, vêm 
confirmar que o escoamento de Lyne nem sempre se desenvolve quando é imposto 
escoamento pulsante à entrada. Não existem resultados publicados sobre o escoamento 
pulsante através de curva com secção quadrada para comparação, mas é possível concluir que 
o formato das paredes da secção transversal é decisivo no desenvolvimento deste tipo de 
escoamento. Aliás, para as condições de escoamento consideradas neste trabalho, não se 
verificou o desenvolvimento do escoamento de Lyne em curva com secção transversal 
quadrada, indicando que serão necessárias condições de pulsação e inércia mais acentuadas 
para que isso se verifique.  
 
Os resultados apresentados permitem concluir que o escoamento através de curva 
desenvolve sempre escoamento transversal, independentemente das condições de 
escoamento. Além disso, a inércia, os modelos viscoelásticos e os parâmetros viscoelásticos 
actuam no sentido de antecipar e intensificar o desenvolvimento do escoamento secundário. 
Porém, o padrão de escoamento secundário e a evolução do escoamento são difíceis de 
prever, em particular no escoamento em desenvolvimento, como o tipo de escoamento 
apresentado neste trabalho. Por estes motivos, a extrapolação de resultados para diferentes 
problemas deve ser feita com precaução, e os problemas sobre o escoamento através de 
canal com curvatura devem ser, se possível, analisados em particular.  
 
14.2. Sugestões para trabalho futuro 
Após a realização deste trabalho, surgem outras linhas de investigação que poderão ser 
seguidas em trabalhos futuros, com o objectivo de melhor compreender o desenvolvimento do 
escoamento através de curvas. É importante realizar uma investigação experimental 
abordando as diferentes condições de escoamento admitidas neste trabalho, considerando 
fluidos poliméricos diluídos (por exemplo, fluidos de Boger), como forma de confirmar os 
resultados numéricos aqui obtidos.  
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A inexistência de outros resultados publicados sobre o escoamento pulsante em 
desenvolvimento através de curvas com secção transversal rectangular, e o facto de não se 
ter observado o desenvolvimento do escoamento de Lyne para as condições de escoamento 
admitidas, mostram a necessidade em aprofundar o tema.  
O escoamento não-estacionário, na região de transição do regime laminar para regime 
turbulento, deve também ser estudado, para esta e outras geometrias, assumindo uma gama 
maior de valores de inércia, modelos viscoelásticos, elasticidade e parâmetros viscoelásticos, 
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